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Prologo

En esta obra se presentan problemas de geometria desarrollados en el transcurso de la
historia; revisaremos juntos los origenes del conocimiento empleando métodos basicos
como, por ejemplo, la regla y el compas.

Las soluciones que se plantean abarcan diversos métodos aplicados a vivencias,
muchas de ellas de la vida cotidiana en algunas culturas originarias de América y
Europa.

Algunos de los acontecimientos expuestos, en esta obra, relatan hechos reales e
imaginativos investigados por los autores.

Lograr que los lectores se involucren en el fascinante mundo de la geometria
fortaleciendo su conocimiento y desarrollando su curiosidad, es el principal objetivo de
esta obra; seguramente muchas de las historias desarrolladas han sido experimentadas,
de algiin modo, a lo largo de la vida del ser humano en sus diversas facetas.

Esta obra va dirigida a estudiantes con conocimiento basico de geometria. Esperamos
que, a partir de su lectura, el texto desarrolle el interés para solucionar problemas
cotidianos, planteados en una época donde la imaginacion fue la principal herramienta
del ser humano para la basqueda de la verdad y el conocimiento.

Los Autores.



El Templo de Ra

El farabn Amasis estaba entusiasmado con la idea de construir una piramide para su
ultratumba.

Un dia invit6 a Tales de Mileto, un sabio griego, a dar un paseo al desierto de
Guizeh, donde se encontraba la pirdmide de Keops.

El carro real se detuvo frente a la pirdmide. El fara6n dijo:

—jAsi de alta quiero mi morada después de la muerte!

—jAsi de alta es tu morada ahora mismo, oh, rey! —replic6 Tales—. ¢Por qué solo
después de la muerte?

El faradbn no comprendio:

—¢Qué quieres decir?

—Tu cuerpo es el templo de Ra, majestad —explico Tales—. Y es tan alto como esta
pirdmide.

—¢Mi cuerpo es asi de alto? —exclamd el farabn—. ;Como es posible que digas
semejante disparate?

—Estarads de acuerdo conmigo si prestas un poco de atencién al asunto —aseguro
Tales.

—iPero mi cuerpo mide solo seis pies, y la piramide debe medir siquiera unos
trescientos! —exclamo el faraon.

—Yo creo que la piramide mide mas de cuatrocientos pies —dijo Tales—.
iSalgamos de dudas!

Se bajé del carro y midio la sombra de Amasis. Esta media exactamente 6 pies.
Entonces, Tales empez6 a medir la sombra de la piramide, dando pasos de un pie y
diciendo: uno, dos, tres...



Al llegar al centro de la piramide, dijo:

—Cuatrocientos ochenta. jFaradn, la piramide mide cuatrocientos ochenta pies de
alto!

—¢CoOmo lo sabes?

—NMuy simple —dijo Tales—. Ra hizo que la sombra de tu cuerpo, hace unos
instantes, se hiciera igual a tu altura. Y, en el mismo instante, hizo que la sombra de la
pirdmide también se hiciera igual a su altura. Porque, para Ra, tl eres mas importante
que la pirdmide y que el cosmos entero. jTU eres el centro de la existencia! jLa
naturaleza te imita en todo! Cuando la sombra de tu cuerpo se hace igual a tu altura, la
sombra de la pirdmide también se hara igual a su altura. Cuando tu cuerpo, que mide 6
pies, proyecta una sombra de 6 pies, la piramide, que mide 480 pies, proyectara una
sombra de 480 pies. jLa piramide te imita como una sombra!

—iExtraordinario! —exclamé Amasis—. jYo soy el centro de la creacion!

El cuerpo del sabio llega al Cielo.
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El guerrero

En un pais muy lejano, vivia un joven fuerte y valiente. Se habia enfrentado a la
muerte en varias ocasiones, no tenia miedo a las fieras salvajes, y era el guerrero
predilecto del rey.

Un dia estaba acompafiando al rey en un paseo real por la orilla de un rio selvatico.

—TU eres el hombre més fuerte del reino —le dijo el rey—. Me gustaria saber qué
ancho posee este rio, pero es peligroso introducirse en él, pues esta lleno de pirafias.
¢Crees que la fuerza que posees podra ayudarte a averiguarlo? ¢Puedes decirme qué
ancho tiene este rio?

Por primera vez en su vida, en vez de emplear la fuerza, el guerrero tuvo que ponerse
a pensar. jAyudale en esta dificil tarea, por favor!

iEl método de Tales puede ser muy util! EI guerrero tomo tres maderos, modificando

su tamafio hasta obtener un triangulo rectangulo de forma que su vista diera a la otra
orilla del rio.

S
3

7 cuartas

20 palmos——

f ancho del rio




La altura de ese triangulo resultd medir 1 palmo?, y la base media 20; la distancia
desde el suelo a la visual media 7 cuartas®. De este modo se formaron dos triangulos
semejantes: el triangulo ABC y el tridngulo ADE.

El guerrero utilizé el mismo razonamiento que habia empleado Tales. Penso:

“La altura del triangulo de los maderos tiene la misma proporcion con la base que mi
altura con el ancho del rio”.

En otras palabras: 1 palmo es a 20 palmos como 7 cuartas es al ancho del rio:

1palmo 7 cuartas

20 palmos "~ ancho del rio

Ya lo sabes:

ancho del rio = 7.20 = 140 cuartas
Anota la respuesta que obtuvo el guerrero:

El ancho del rio mide 140 cuartas, lo que equivale a 32 metros con 20
centimetros.

iEl método de Tales resolvié el problema brillantemente!, ¢ verdad?

—iLa inteligencia puede mas que la fuerza! —dijo el rey—. La fuerza puede domar a
un ledn, jpero la inteligencia vence incluso a un cardumen de pirafias!

1 Un palmo equivale a 8cm.
2 Una cuarta equivale a 23cm.



La Vela Escarlata

El faradn Didufri rein6 en Egipto en el 111 milenio a.C., durante el Imperio antiguo.
Un dia decidid hacer una estatua al dios Amon, el rey de los dioses. Como los arboles
en Egipto no producian madera de la calidad necesaria, envié un barco a Libano para
comprar alli la madera de sus cedros.

La noche de la expedicidn, Thot, el Dios de la escritura, se presentd en el suefio de
Didufri y le dijo:

—iOh, gran rey! Si deseas que el viaje tenga éxito, ordena que la vela de tu barco se
cosa de lino escarlata y su contorno se borde con cinta de oro. La vela debe tener la
forma de un triangulo rectangulo, y sus lados menores deben medir 3 y 4 brazas®.

Al despertar, Didufri llamé a su escribano Beder, le conto el suefio y le pregunto:

—¢Qué largo debe tener la cinta de oro? ¢ Necesitas medir los bordes de la vela para
decirmelo?

—~Puedo decirlo sin mirar la vela, joh, faradn! —dijo el escribano y se puso a pensar.

iAyudale en esta dificil tarea, por favor!

Esta es la forma que debe tener la vela del barco del faran Didufri:

3 Una braza equivale a 1.67 metros.



4 brazas

5 brazas

Los lados menores del triangulo (es decir, los catetos), miden 3 y 4 brazas; lo que el
escribano desea saber es cuantas brazas medira el lado mayor (es decir, la hipotenusa).
Beder dirige a Thot una oracidn, y el dios egipcio le revela un secreto de los triangulos
rectangulos. ¢Cudl es? Este: En un triangulo rectangulo, la suma de los cuadrados,
construidos sobre los catetos, es siempre igual al cuadrado, construido sobre la
hipotenusa. ¢Por qué? jJunto con Beder, intenta comprenderlo!

Para ello llama “c” a la hipotenusa del tridngulo de la vela, desconocida por el
momento, y dispdn los tres cuadrados de este modo:

3 4 ) 4

¢Qué puedes observar? Que los cuadrados de los catetos, complementados con dos
rectangulos de lados 3 y 4, hacen un cuadrado de lado 3 + 4 = 7 brazas; y que el
cuadrado de la hipotenusa, complementado con cuatro triangulos rectangulos de lados 3
y 4, hacen el mismo cuadrado de lado 3 + 4 = 7 brazas.

Ahora bien: los dos rectangulos de lados 3 y 4 contienen la misma area que los
cuatro tridangulos rectangulos de los mismos lados. Si restas del area del cuadrado
grande cantidades iguales, obtendras cantidades iguales. Y eso significa que:

32 +42 =¢?
En otras palabras:
c2=9+16 =25
Es decir:

¢ =5 brazas



Junto al escribano Beder, has obtenido la siguiente respuesta:

Si los catetos de la vela miden 3 y 4 brazas, la hipotenusa debe medir
5 brazas, puesto que 3% + 4% = ¢2. El perimetro del triangulo sera
de 3+ 4 + 5 =12 brazas, y es lo que medira la cinta de oro.

<

4 brazas

S
%
AN
®®

S brazas

Como puedes ver, lo que el gran dios Thot revel6 a Beder es que, en un triangulo
rectangulo, cuyos catetos miden a y b unidades y la hipotenusa ¢ unidades, siempre se
cumple la igualdad:

a’ + b? = c?

—iLa cinta de oro debe medir 12 brazas de largo, majestad! —dijo el escribano
Beder—, porque el lado mayor de la vela medird 5 brazas.

La vela se fabrico ese mismo dia. El barco partié a Libano y cumplié su mision
exitosamente. El faraén Didufri hizo tallar una imagen del dios Amon de la excelente
madera de cedro y la colocd en el templo de Amon en Tebas.

A partir de entonces el triangulo rectdngulo de lados 3, 4 y 5 fue considerado
sagrado. Los agrimensores egipcios lo utilizaban como escuadra para trazar angulos
rectos. En su viaje a Egipto, Pitagoras se sorprendio al ver que cada agrimensor llevaba,
enrollada al hombro, una cuerda. En ella 13 nudos separaban 12 distancias de un codo
cada una:

| 4 & @ L d @ L g @ L & & & @ @ 3

N

3 codos 4 codos 5 codos

Para trazar el angulo recto, procedian del siguiente modo:

Imagina que habia que trazar una perpendicular a la linea AB en el punto C. El
agrimensor colocaba una estaca en el punto C y amarraba a ella el cuarto nudo (n,) de
la cuerda. En seguida tendia la cuerda en la direccion CA hasta el punto D, en el cual
colocaba otra estaca y amarraba el primer nudo (n,) y el dltimo (n,3). Luego tiraba de
la cuerda en el octavo nudo (ng), obteniendo de este modo el punto E, en el cual se
colocaba la tercera estaca. La cuerda quedaba tensa y el triangulo ECD, que se obtenia
de este modo, era rectangulo, pues era el triangulo sagrado.

—¢Por qué estds seguro de que el triangulo de lados 3, 4 y 5 es rectangulo? —
preguntaba Pitagoras a los agrimensores que empleaban esta técnica.



—No lo sé —invariablemente contestaba el campesino—. ES un secreto que me
ensefid mi padre. jNunca falla!

Pitagoras hizo la misma pregunta a un sacerdote.
—Es un conocimiento que el dios Thot revel6 a la nacion egipcia —explicd el
sacerdote—. Es que, en los triangulos rectangulos, la suma de los cuadrados de
los lados menores es igual al cuadrado del lado mayor. Es por eso que en un
triangulo rectangulo de lados 3 y 4, el lado mayor tiene que medir 5, pues: 32 +
42 = 52,

E Ne

—iComprendo! —dijo Pitagoras—. jCreo que conozco la razén de esta propiedad!
Y dibujo en un papiro esto:

Como puedes ver, jPitadgoras volvio a descubrir lo que habia sido revelado al escribano
Beder!

Al regreso a Grecia, Pitadgoras divulgo este secreto del triangulo rectangulo. En honor
a €l se le puso el nombre de Teorema de Pitagoras y lo usamos hasta el dia de hoy.
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El Inca en la montana

El emperador inca Tupac Yupanqui, quien inici6 la construccién de Ingapirca (Pared
del Inca), queria tallar su rostro en una de las caras de la montafia.

—¢Para qué, mi sefior? —le preguntd el sacerdote, quien también era jefe de
construcciones.

—Para atemorizar a las tribus enemigas —respondié Tupac Yupanqui—. Si ven
desde lejos el rostro del emperador inca, no se atreveran a atacarnos. jBusca un lugar en
la montafa, visible desde cualquier distancia!

El lugar fue hallado y el sacerdote ordend a sus constructores que fabricaran una
cuerda con nudos. La distancia entre cada par de nudos debia medir un cuchuch tupu®.

Junto con sus constructores y con la ayuda de la cuerda, el sacerdote midié la
distancia entre la morada del emperador y el lugar de acenso a la montafia. Esta media
900 cuchuch tupu.

El sacerdote ordend a uno de sus constructores que escalara la montafia midiendo el
recorrido con la cuerda. Este resultd medir 1250 cuchuch tupu.

Por ultimo, el sacerdote midié personalmente la distancia de 150 cuchuch tupu que
existia entre la morada del emperador y la base de la montafa.

4Un cuchuch tupu equivale a un codo.



900 cuchuch tupu

-

—¢ A qué altura sera esculpido mi rostro? —pregunt6 Tupac Yupanqui.
—A la altura de 1000 cuchuch tupu, —respondi6 el sacerdote.
¢Cdémo lo supo? ¢Podrias descubrirlo?

Este es el tridngulo, que se formd entre el acenso por la montafia, su base y su altura:

19



750

La hipotenusa mide 1250 cuchuch tupu, mientras que uno de los catetos mide 750.
Necesitas conocer la medida del otro cateto, al cual, por el momento, puedes llamar h.
Aplicando el teorema de Pitagoras, obtendréas lo siguiente:

h? 4+ 750% = 12502
Es decir:

h? =1562500 — 562500 = 1000000, o:
h = 1000 cuchuch tupu
Has llegado a descubrir que:
La altura de la montafia es de 1000 cuchuch tupu.
Como puedes ver, jel Teorema de Pitagoras ayuda eficazmente en los asuntos de guerra!
—iEl rostro del emperador inca estara en la cumbre de la montafia! —afirmé el

sacerdote—. Y sera observado desde cualquier distancia por las tribus enemigas.
Esta estrategia dio buenos resultados hasta la llegada de los espafioles.
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Operaciones mas frecuentes con regla y compas

Euclides inicia su libro Los Elementos con los siguientes cinco postulados:

Postulado |
Por dos puntos siempre se puede trazar una (y solo una) recta.

Postulado 11
Una recta puede ser prolongada indefinidamente.

Postulado 111
Siempre se puede describir una circunferencia, dado un centro y un radio.

Postulado 1V
Todos los angulos rectos son iguales.

Postulado V

Si una recta, que corta a otras dos, forma angulos interiores con estas (del mismo
lado), cuya suma es menor que dos rectos; las dos rectas, si se prolongan
indefinidamente, se cortaran del lado en que la suma es menor que dos angulos rectos.

Con ayuda de estos postulados, Euclides aprende a hacer todo lo que sabian hacer los
tendedores de cuerda egipcios. ¢Quieres saber como lo logra? jEntonces, presta
atencion!

Antes que nada, Euclides demuestra tres casos de igualdad de triangulos. Son los
siguientes:



Proposicion
Primer caso de igualdad de triangulos
“Si dos triangulos tienen dos lados y el angulo comprendido entre ellos
respectivamente iguales, los triangulos son iguales”.
Proposicion
Segundo caso de igualdad de triangulos
“Si dos triangulos tienen un lado igual y, respectivamente iguales los &ngulos
adyacentes a ese lado, tales triangulos son iguales”.
Proposicion
Tercer caso de igualdad de triangulos
“Si los tres lados de un triangulo son iguales, respectivamente, a los tres lados
de otro tridngulo, tales triangulos son iguales”.
Euclides también demuestra la siguiente proposicion:
Proposicion
“Si una recta, que atraviesa a otras dos, forma con éstas angulos alternos
iguales, las dos rectas seran paralelas”.
Euclides usara todas estas propiedades en las construcciones que siguen.

Proposicion

Biseque una recta finita.
Sea AB un segmento de recta que se desea bisecar.

Construccion
Con ayuda de un compas, Euclides traza:
AC =BC=AD =BD =AB

Usando la regla une los puntos C y D.
La recta CD interseca a la recta AB en el punto E.



iEuclides afirma que E es el punto medio de AB!

Demostracion

Los triangulos ACD y CBD son iguales, pues sus tres lados son iguales

respectivamente. Por lo tanto, el angulo ACE es igual al angulo ECB. Entonces,
también son iguales los tridngulos ACE y ECB, pues sus dos lados y el angulo
comprendido son iguales respectivamente. Por consiguiente, el angulo CEA es igual al
angulo CEB; y, como suman dos rectos, cada uno es un angulo recto.

Proposicion

Establecer una perpendicular a la recta dada en un punto dado.
Sea | una recta y A un punto sobre ella, en el cual queremos establecer la perpendicular.

Construccion
* Con ayuda del compés Euclides traza:
AB = AC
* Con ayuda del compés también traza:
BD =CD =BC

[1 Con laregla une los puntos Ay D.



iEuclides afirma que el angulo A es recto!

Demostracion

Los triangulos ADB y ADC son iguales, pues sus tres lados son iguales
respectivamente. Por lo tanto, el angulo DAB es igual al angulo DAC; y, como suman
dos rectos, cada uno es un angulo recto.

Proposicion
Trazar una recta, perpendicular a otra, desde un punto exterior.
Sea | una recta, A un punto fuera de ella.
Construccion
[1 Con ayuda del compas, Euclides traza:
AB = AC
» Construye el punto D, tal que:
BD =CD

[1 Con laregla une los puntos Ay D.

iEuclides afirma que el angulo D es recto!



Demostracion
Los triangulos ADB y ADC son iguales, pues sus tres lados son iguales
respectivamente. Por lo tanto, el &ngulo ADB es igual al &ngulo ADC; y, como suman
dos rectos, cada uno es un angulo recto.

Proposicion

Sobre una recta construir un angulo igual a otro dado.
Sea B un angulo, | una recta con un punto A sobre ella.

Construccion
* Con ayuda del compas, sobre los lados del angulo B Euclides marca segmentos BC y

BD, y une los puntos D y C.
* Traslada los tres segmentos a la recta | y el punto A:

>4
N ¢
(@Y

iEuclides afirma que el angulo A es igual al angulo B!
Demostracion

Los dos triangulos son iguales, pues sus tres lados son iguales respectivamente. Por
lo tanto, el angulo A es igual al &ngulo B.

Proposicion
Trazar una recta paralela a la dada, por un punto fuera de ella.
Sea | una recta, y A un punto fuera de ella.
Construccion
* Desde el punto A, Euclides baja una perpendicular a la recta .

* Euclides establece una perpendicular a esta perpendicular en el punto A. Obtiene la
rectal’.



iEuclides afirma que la recta [’ es paralela a la recta [!
Demostracion

Como las rectas ly I' poseen los angulos alternos iguales, las dos rectas son
paralelas.

Proposicion

Dividir una linea recta en cualquier nimero de partes iguales.
Sea AB una recta, a la cual se la quiere dividir en 3 partes iguales.

Construccion

1 En el punto B, Euclides establece una perpendicular a la recta AB.

[1 Sobre la recta obtenida, marca tres segmentos, BE = EG = GC, cuya magnitud
escoge arbitrariamente.

[1 Une los puntos A 'y C por medio de la regla.

[1 Por los puntos E y G traza rectas paralelas a AC. Obtiene los puntos F y D.

iEuclides afirma que los puntos F y D dividen a la recta AB en tres partes iguales!
Demostracion

Como las rectas AC y DE son paralelas, los triangulos DBE y ABC son semejantes.
Por el teorema de Tales, sus catetos mantienen la misma proporcion:



EB _ CB
DB AB

Intercambiando los términos de la proporcion, Euclides obtiene:

EB DB
CB AB

Pero, por construccion:

i'Y eso es lo que se queria demostrar!

De este modo Euclides aprendid a realizar, con regla y compas, todas las operaciones
que los agrimensores egipcios ejecutaban con la cuerda de trece nudos.



El principe condenado

Hubo una vez en Egipto un rey que no tenia hijos. Visitd todos los templos del pais,
haciendo ofrendas a los dioses y rogandoles un heredero. Por ultimo, los dioses le
dijeron:

—Dedicanos un templo de base rectangular y concebiras un hijo.

—¢De qué area y perimetro debo edificar el templo? —pregunto el rey.

—De la misma area que tiene la piscina de tu palacio y del mismo perimetro que
tiene tu jardin.

La piscina era cuadrada, y, a escala, la piscina y el semiperimetro del jardin se veian
de este modo:

—¢Cbmo trazar un rectangulo que tenga la misma area de la piscina y el mismo
perimetro que el jardin? —se preguntaba el rey.

—En el Museo trabaja un sabio que se llama Euclides —Ile dijeron los ministros—.
El, con seguridad, podra trazar el rectangulo que necesita su majestad.

El rey fue a ver a Euclides personalmente.

—iLa solucion es muy simple! —dijo Euclides, una vez que se entero del problema.

Tomdé una regla, un compas, e hizo los siguientes trazos:



(N
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* Construyd, con regla y compas, el punto medio P del segmento AB, el cual
representa el semiperimetro del rectangulo a construir.
* En el punto P elevo una perpendicular de longitud g, obteniendo el punto C.

* Desde el punto C como centro, trazé un circulo de radio AP = g, el cual interseco a
la recta AB en el punto Q.

—iLos segmentos AQ y QB son los lados de la base rectangular del templo! —
afirmé Euclides.
Y dio al rey la siguiente demostracion. jAyudale a realizarla, por favor!

Euclides desea demostrar que el rectangulo de lados AQ y QB posee la misma area
que tiene la piscina del palacio del rey, es decir g2, y el mismo semiperimetro que su
jardin, es decir p. En otras palabras, Euclides debe demostrar que

4Q QB = ¢?
AQ+QB =p

jLa segunda igualdad se cumple por construccion! Para demostrar la primera,
Euclides usa el Teorema de Pitagoras en el triangulo rectangulo CPQ. Escribe:

s0:08 = (3 +r0)- (3-ra) = () - "=

Anota la respuesta del gedmetra alejandrino:

El rectangulo de lados AQ y QB, que acaba de ser construido con
regla y compas, posee el area g2 y el semiperimetro p, tal y como era
requerido.

iEl método de Euclides resolvié el problema brillantemente!, ¢ verdad?

En términos algebraicos, Euclides acaba de resolver con regla y compas una
ecuacioén cuadratica. En efecto, sabes que:

AQ=p—-0QB

Entonces,



AQ-QB=(®—-QB)-QB=p-QB —QB*=q*
Si llamas x al segmento QB, puedes escribirlo asi:
x2—px+q®>=0

iSe obtuvo una ecuacion cuadratica! Euclides incluyd esta construccién como la
proposicion 28 del Libro VI de sus Elementos.

El rey hizo construir el templo y nueve meses mas tarde su reina dio a luz a un
precioso nifio. Pero la alegria de los padres fue nublada por el presagio que le hizo una
maga:

—L e matara una serpiente.

El rey quedo consternado por esta noticia, y, cuando el principe llegé a la juventud,
le revelo la profecia.

—jEvita salir al mundo! —Ile dijo—. Asi huiras del peligro.

Pero el principe no se asusto.

—¢Por qué debo huir del mundo? —dijo—. Si estoy destinado a morir, nada podra
evitarlo. Pero creo que, si estoy atento de dia y de noche, tal vez los dioses hagan que la
desgracia no suceda.

Y vivid una vida activa y feliz.

Una noche, mientras el principe dormia, una serpiente venenosa salié de una grieta
que habia en el muro, y se deslizd hacia la cama. Rapidamente, el principe tomé un
jarro de vino que estaba junto a la cabecera, llené un cuenco y lo deposit6 en el suelo,
por donde pasaria la serpiente. Esta hundi6 su cabeza en el cuenco y se bebid todo el
vino. jQuedd tan mareada que no podia moverse! El principe sacd su espada y se
precipito sobre la serpiente para despedazarla.

De este modo pudo probar que la atencidn es un poder que supera al destino.



El galgo manso

Un rey de Alejandria estaba feliz al ver nacer a su principe heredero. Pero se quedd
de una sola pieza al escuchar el presagio de las Siete Hathores:

—Le matara un perro.

El rey se sintio desolado, pero decidi6 actuar para salvar a su hijo.

—¢Qué debo hacer? —pregunt6 a los dioses.

—Construye para el nifio un palacio en el desierto oriental, —contestaron los
dioses—. Que él viva alli con todos sus sirvientes. Rodea el palacio por un muro
rectangular y nunca le permitas traspasarlo.

—¢Qué longitud debe poseer el muro y qué area debe abarcar? —preguntd el rey.

—La misma area que tu palacio y la diferencia de sus dos lados debe igualar el largo
de tu caballeriza principal.

El palacio del rey tenia la forma de un cuadrado y, a escala, el palacio y el largo de la
caballeriza se veian de este modo:

—¢Cbmo trazar un rectangulo que tenga la misma area de mi palacio y la misma
diferencia de lados que mi caballeriza? —se preguntaba el rey.

—Llama al sabio Euclides, —Ie dijeron los ministros—. El, sin lugar a dudas, podra
trazar el disefio del muro que necesita su majestad.

Cuando Euclides se entero del problema, exclamé:
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—iLa solucion es muy simple!
Tomo una regla, un compas, e hizo los siguientes trazos:

* Construyd, con regla y compas, el punto medio P del segmento AB, el cual
representa la diferencia de lados del rectangulo a construir.

* En el punto B elevo una perpendicular de longitud g, obteniendo el punto C.

* Desde el punto P como centro, traz6é un circulo de radio PC, el cual interseco a la
prolongacion de la recta AB en el punto Q.

—iLos segmentos AQ y QB son los lados del muro! —afirmé Euclides.
Y dio al rey la siguiente demostracion. jAyudale a realizarla, por favor!

Euclides desea demostrar que el rectangulo de lados AQ y QB posee la misma area

que el palacio del rey, es decir, g2, y la misma diferencia de lados que su caballeriza
principal, es decir, p. En otras palabras, Euclides debe demostrar que:

4Q QB = ¢?
AQ-QB =p

jLa segunda igualdad se cumple por construccion! Para demostrar la primera,
Euclides aplica el teorema de Pitagoras en el triangulo rectangulo PBC. Escribe:

2
= P). _PY\_pc2_(B) = g2
AQ-QB—(PQ+2) (PQ 2)_PC (2) =4
Anota la respuesta del gedmetra alejandrino:

El rectangulo de lados AQ y QB, que acaba de ser construido con
regla y compas, posee el area q? y la diferencia de sus lados iguala a
p, tal y como era requerido.

iEl método de Euclides resolvid el problema brillantemente!, ¢ verdad?

En términos algebraicos, Euclides acaba de resolver con regla y compas una
ecuacioén cuadratica. En efecto, sabes que:

AQ =p+0QB
Entonces,

AQ-QB=(p+QB) QB=p-QB+QB*=q*



Si llamas x al segmento QB, puedes escribirlo asi:
x2+px—q*=0

iSin saberlo, Euclides resolvié geométricamente una ecuacion cuadratica! EI gedmetra
griego incluyé esta construccion como la proposicion 29 del Libro VI de sus Elementos.

El rey hizo construir el palacio y, como al nifio nunca se le permitié salir de él, no
supo lo que era un perro hasta que hubo cumplido los siete afios.

Un dia fue en busca de alguna salida en el tejado del palacio. Desde alli podia
observar la roja arena del desierto. Pero, de pronto, vislumbré a un hombre que
caminaba con un perro retozando a sus pies. El principe qued6 fascinado, no podia
desviar su atencién del perro. Cuando uno de los sirvientes subi6 al tejado en su busca,
el pequefio pregunto:

—¢Que es eso que sigue al hombre por el camino?

El sirviente no queria contestarle, pero finalmente dijo:

—Alteza, es un galgo.

Entonces, el pequefio dijo:

—iTrdeme uno exactamente igual a ese!

Aunque el rey se opuso tenazmente a la idea, tuvo que complacer al hijo.

—Llevad al principe el perrito mas pequefio que encontréis —dijo a los sirvientes.

El principe estaba fascinado con su perrito y jugaba con él durante todo el dia. Al
principio, los sirvientes rondaban en torno a él y al perrito, por si en algin momento
este intentaba morder al pequefio. Pero el perro crecid haciéndose carifioso y docil, y
todos olvidaron el peligro.

A la muerte de su padre, el principe tomd el mando y gobernd el pais de modo activo
y justo.

Una mafiana fue a dar un paseo por sus tierras. Su galgo le acompafiaba jugueteando
a sus pies. En un lugar alejado de los jardines de palacio, el principe se detuvo para
admirar un lago bordeado de palmeras y dio a su perro un tiron. De pronto, este
comenzd a gruiiir. Sus ojos brillaron y hablé:

—iPrincipe, yo soy tu destino!

Salt6 a su cuello y el principe corri6 desesperado con el galgo tras él. Se meti6 en el
lago, y el galgo, burlado, se quedd grufiendo junto a la orilla.

Al escuchar los ladridos del galgo, el guardia del palacio supo que algo no marchaba
bien. Enseguida corrio al lugar de donde provenia el alboroto y, conforme a las 6rdenes
del principe, clavo una flecha en la garganta del galgo, que muri6 instantaneamente. El
principe salio a la orilla sano y salvo.

A pesar de todo lo acontecido, el principe lloré la muerte de su perro, e hizo que
fuera enterrado por uno de los sirvientes de la corte.



El punto de equilibrio

Euclides ensefiaba la Ciencia Geométrica en el Museo de Alejandria.

En cierta ocasion surgié una tertulia acerca de la relacion del individuo con los
demas. Uno de los discipulos dijo:

—En mi opinidn, los demés son mas importantes que yo.

Otro discipulo aporté:

—iEn cambio, yo no hago caso a los demas! Lo que dicen me parece irrelevante.

—ijAmbos estan equivocados! —dijo Euclides—, pues ambos estan en un extremo.
Un sabio debe buscar el punto de equilibrio.

—¢Y cudl es el punto de equilibrio? —preguntaron los dos discipulos.

—Es parecido al punto que divide una recta en extrema y media razon —dijo
Euclides—. Es el Gnico punto que logra el equilibrio entre lo externo y lo interno.

Y dio a sus discipulos la siguiente explicacion. jAyldale a realizarla, por favor!

Al tomar la regla y el compas, Euclides trazé el segmento AB = p, para representar
la recta que se quiere dividir en extrema y media razén.
—¢Qué significa dividir un segmento AB en extrema y media razon? —dijo Euclides—
. Significa construir en él un segmento AQ que posea la siguiente propiedad: que el
cuadrado AQFE, construido sobre él, tenga la misma &rea que el rectangulo ABCD,
cuyo lado BC sea igual a QB.



—¢Cbmo construimos el segmento AQ? —preguntaron los discipulos.

—iUsando inteligentemente la proposicion 29 del Libro VI de los Elementos! —dijo
Euclides—. Nos permite construir con regla y compéas un rectangulo que posee el area
p? y la diferencia p entre sus lados.

Sobre el segmento AB Euclides trazo, con regla y compas, el cuadrado ABHI y
el rectangulo IMJK con dicha propiedad. El rectangulo interseco al segmento AB en el
punto L. Entonces, sabes que se cumple lo siguiente:

AL - IK = AB?
IK-KJ] = AB

La segunda igualdad significa que:
IK — AL = AB

Pero, también:

IK — AL = AB
Por lo tanto,
AL = AK

iEs decir, ALJK es un cuadrado!



—iYo afirmo que L es el punto buscado Q! —dijo Euclides—. En otras palabras, el
punto L divide a la recta AB en extrema y media razén. Es decir, se cumple la siguiente
igualdad:

AL?> = AB - BL

Y lo demostro del siguiente modo.
Lo que esta por demostrarse es la igualdad:

AL?> = (AL + BL) - BL
En términos equivalentes, esto significa:
AL? = AL - BL + BI?
Para lograrlo, Euclides recuerda que, por construccion:
AB%? = AL - IK
Es decir:
AB? = AL - (AB + AL)
También lo puede escribir de este modo:
(AL + BL)? = AL - (AL + BL) + AL?
Euclides desarrolla el cuadrado de la suma:

AL? + 2AL - BL + BL? = AL? + AL - BL + AL?



Simplifica la expresion:
AL - BL + BL* = AL*

Intercambia el lado izquierdo con el derecho:
AL? = AL - BL + BI?

iY esto es, precisamente, lo que Euclides queria demostrar! Anota la respuesta del
geometra alejandrino:

El punto L, que acaba de ser construido con regla y compas, divide
al segmento AB en extrema y media razon.

Euclides incluyo esta construccion como la Proposicion 30 del Libro VI de sus
Elementos. jSu método resolvid el problema brillantemente!, ¢ verdad?

—Y de la misma manera que pueden construir el punto de equilibrio de un segmento,
procuren hallar el punto de equilibrio en su alma —dijo Euclides—. Las demas
personas son importantes, pero no demasiado. Solo les informan algo sobre ustedes
mismos, y tienen que aprender a traducirlo.

—Por ejemplo, ves a un mendigo sucio. En ti surge el pensamiento: “jQué sucio es
ese hombre!”. Se traduce como: “Me gustaria permitirme un poco de desaseo”. Alguien
es indisciplinado, y le dices: “jQué indisciplinado eres!”. Se traduce como: “Me vendria
bien un poco de soltura”. Tienes un amigo avaro y tu mente dice: “;Qué avaro es este
tipo!”. Traduce como: “Me encantaria ser un poco mas medido con los demas”. jSi
haces asi, alcanzaras el punto de equilibrio!

En manos de Euclides, la Geometria ayudaba a comprender como funciona nuestra
mente.



Transformacién de areas

En la Academia de Platon se descubrié un método para comparar las areas de
poligonos, usando Unicamente la regla y el compas. La idea pertenecio a Euclides, y es
la siguiente.

El gedbmetra griego considera un poligono ABCD...

Con el objeto de construir un poligono de la misma area, pero con un vértice menos,
Euclides procede a eliminar el vértice C. Usando la regla y el compas, traza la recta BR
paralela a la diagonal AC (R es el punto donde la recta corta la prolongacién del lado
DC).

Como los triangulos ABC y ARC tienen en comun la base AC, y sus alturas sobre
esa base comudn también son iguales, esos tridngulos poseen la misma area. Por lo tanto,
el poligono ABCD y ARD abarcan la misma &rea. jPero el poligono nuevo cuenta con
un vértice menos que el poligono original!



Si se repite este proceso, Euclides lograra obtener un triangulo de la misma area que
el poligono inicial. Euclides Ilama b a cualquiera de sus lados, y h a la altura
correspondiente. Entonces construye el lado del cuadrado de area equivalente como la

. . h
media proporcional entre b y > Pues:

¢ Como se puede construir la media proporcional de dos segmentos con regla y compas?
Euclides demuestra que, al dividir el didmetro de un semicirculo en dos segmentos, AD
y DC, la perpendicular BD, establecida en el punto de la division, serd la media
geométrica de dichos segmentos. Es decir, su cuadrado, BD?, tendra el area del
rectangulo AD x DC.

Para probarlo, Euclides traza los segmentos AB y BC. Sabes que el triangulo ABC es
rectangulo, pues se apoya en una semicircunferencia (Euclides lo demuestra en la
proposicion 22 de Libro 111 de sus Elementos):

A®

&)
.
O

¢Qué significa eso? jQue los triangulos ABD y BDC son similares! ¢Por qué?
Porque la suma de los angulos A y ABD es igual a un angulo recto; pero también lo es
la suma de los angulos ABD y DBC:

A+ 4ABD =90°
4ABD + 4DBC = 90°

¢Qué puedes concluir de ello? jQue el angulo A tiene que ser idéntico al angulo
DBC!

4A =4DBC

Por el Teorema de Tales, puedes escribir:

AD _ BD
BD  DC

O, lo que es lo mismo, que:

BD? = AD x DC



i'Y esto significa que la perpendicular BD es la media geométrica de los segmentos AD

y DC!
Euclides ha logrado su proposito: el poligono inicial ha sido transformado en un

cuadrado de la misma area. Anota la respuesta del gedbmetra griego:

Siguiendo el proceso descrito, se logra transformar cualquier
poligono en un cuadrado de la misma area, usando exclusivamente la

reglay el compas.

iEl método de Euclides para comparar &reas es genial!, ;verdad?



10

Las dos piletas

Un arquitecto se enamoré de la hija del rey y decidié pedir su mano. El rey tenia
mucha pasion por la Geometria y ordeno al arquitecto que construyera dos piletas de
agua de la misma altura. La primera pileta debia tener la forma de un hexagono regular
y seria colocada en el jardin norte del palacio real, mientras que la segunda pileta
tendria la forma de un cuadrado y seria colocada en el jardin sur.

—iY me gustaria que las dos piletas se llenen con la misma cantidad de agua! —dijo
el rey.

—*“Puesto que la altura de las piletas sera la misma, el volumen de agua dependera
Unicamente de la superficie de la pileta” —pens6 el arquitecto—. “Entonces, mi
problema se reduce a buscar un hexagono y un cuadrado que tengan la misma area”.

Pero ¢como hacer que un cuadrado abarque la misma area que un hexagono? jAyuda
al arquitecto a averiguarlo, por favor!

El arquitecto traza sobre el papel un hexagono regular ABCDEF.

A B
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Su tarea ahora consiste en construir, con regla y compas, un cuadrado de la misma area.
iEl método de Euclides viene en tu ayuda!

Como recordaras, el gedmetra griego te sugiere que elimines, uno tras otro, los
vértices del hexagono, de modo que su area no cambie, hasta que obtengas un triangulo.
Luego, al construir la media geométrica entre la base y la mitad de la altura del
triangulo, obtendras un cuadrado de la misma superficie que el tridngulo.

Dado el hexagono ABCDEF, empieza eliminando, por ejemplo, el vértice F. Lo
puedes hacer de la siguiente manera:

e Traza la diagonal AE.

Por el punto F traza una recta paralela a la diagonal AE.

Prolonga el lado DE hacia la izquierda.

La recta DE intersecard a la paralela en el punto G.

iEl pentdgono ABCDG posee la misma superficie que el hexdgono ABCDEF!

En efecto: como los tridngulos AEF y AEG tienen la misma superficie (por tener la
misma base Yy altura), puedes concluir que las superficies del pentdgono ABCDG y del
hexagono ABCDEF son iguales.

Repite el procedimiento con el pentdgono ABCDG para eliminar el vértice G.

Traza la diagonal AD.

Por el punto G traza una recta paralela a la diagonal AD.

Prolonga el lado CD hacia abajo.

La recta CD intersecara a la paralela en el punto H.

iEl cuadrilatero ABCH posee la misma superficie que el pentagono ABCDG!



¢Por qué es asi? Porgue los tridngulos ADG y ADH poseen la misma superficie, por
tener la misma base y altura. jPuedes concluir que las superficies del pentagono
ABCDG vy del cuadrilatero ABCH son iguales!

Repite el procedimiento con el cuadrilatero ABCH para eliminar, por ejemplo, el
veértice H.

Traza la diagonal AC.

Por el punto H traza una recta paralela a la diagonal AC.

Prolonga el lado BC hacia abajo.

La recta BC intersecara a la paralela en el punto I.

iEl tridngulo ABI posee la misma superficie que el cuadrilatero ABCH!



En efecto, como los triangulos ACH y ACI tienen la misma superficie, por tener la
misma base y altura, has encontrado un triangulo que tiene la misma superficie que el
hexagono. jSolo te falta convertir este triangulo en un cuadrado!

¢Como obtendras, a partir del triangulo ABI, el cuadrado de la misma area? Por
supuesto, jconstruyendo la media geométrica entre la base y la mitad de la altura del

triangulo! Hazlo:



SES

NIES

iEl cuadrado JKLB posee la misma superficie que el hexagono ABCDEF!

A B K L

Anota este resultado:

La superficie del hexdgono ABCDEF es igual a la superficie del cuadrado
BJKL.



iEl método de Euclides resolvio el problema brillantemente!, ;verdad?

El arquitecto realizo la construccion de las dos piletas y se casé con la hija del rey.

Es un hecho conocido que la construccion de cada una de las grandes obras de
arquitectura fue motivada por un gran amor. El afan de un arquitecto siempre consiste
en lograr que la vida de su amada sea tan longeva como la de la piedra.

iPero el amor es ain mas eterno que las rocas! Porque el amor puede crear las rocas
y las estrellas, mas las rocas y las estrellas no pueden crear nada, son simples criaturas.
El amor es el verdadero autor de este universo.
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Un método algebraico para problemas geométricos

Una mafiana René Descartes, un filésofo y matematico francés, leyé que los
sacerdotes egipcios poseian un método para dividir un segmento en extrema y media
razon. Imagina que el sacerdote recibia la siguiente orden divina:

iDivide un segmento AB en extrema y media razon! Es decir, encuentra
el punto C que tenga la siguiente propiedad:

AC? = AB X BC

El sacerdote procedia de la siguiente manera. Construia sobre el segmento AB el
cuadrado ABDE. Con ayuda de la regla y el compéas bisecaba el lado AE en dos
mitades: AF y FE. Desde el punto F, tomado como centro, trazaba la circunferencia de
radio FB hasta la interseccion con la continuacion del segmento EA, obtendra de este
modo el punto G. Por ultimo, sobre el segmento AG, construia el cuadrado AGHC.
iObtenia el punto buscado C!



[ 2
A B
C
F_
E D

—ijYasé por qué el sacerdote egipcio procedia de este modo! —exclamé Descartes.
Toméd una hoja de papel, sumergié la pluma en el tintero y se puso a escribir.
iAyudale en esta dificil tarea, por favor!

Descartes concibe una idea genial: dar un nombre a la longitud del segmento
buscado, como si ya la conociéramos. Al tomar como unidad de medida la longitud del
segmento AB, Descartes llama x a la longitud del segmento buscado AC. Entonces,
usando el antiguo método algebraico de los babilonios, puede escribir:
x2=1-(1-x)

iSe obtuvo una ecuacion algebraica! Descartes se propone resolverla.
Para ello ejecuta la multiplicacion. Obtiene:

x’+x—-1=0
iEs una ecuacidn cuadratica! Para resolverla, Descartes completa el cuadrado:
2
5 5
(x + —) =-
4 4
Despeja la incognita:

x=AC =1
2

Descartes comprueba que su repuesta es correcta:



x/§—1)2 _ 5-2V5+1 _ 6-2vV5 _ 3—5

2 T 4 2_ 4 2
V5-1\" _ 3-8

1-22) =52

AC? = (
ABXBC =1- (
Si: jsu respuesta es correctal

Ahora Descartes desea comparar su respuesta con la egipcia. Por construccion
geomeétrica, se puede ver que:

ABxBC=1-(1—@)2=—

jLa respuesta egipcia coincide con la respuesta de Descartes! Anota la parte algebraica
de esta:

El segmento AC que divide el segmento AB en extrema y media
razon, mide % partes de segmento AB.

iEl método algebraico descubrio la respuesta egipcia brillantemente!, ;verdad?
Descartes esta listo para construir su respuesta geométricamente, porque quiere
hacerlo de un modo distinto del egipcio. Da los siguientes pasos:

A B
o1 | |
| 1 |
2 :
° 2
1
V5
3 | |
! VG- 1 !
° 4 | |
—— |
2
. | | |
5 | | |
A 65 B

Anota la respuesta geométrica de René Descartes:



La division en extrema y media razon se construye con regla y
compés al seguir los pasos indicados.

iLa fusion del Algebra y la Geometria, realizada por René Descartes, resolvio el
problema brillantemente!, ;verdad?

—Estoy seguro que los sacerdotes egipcios razonaban sobre sus construcciones de
manera geométrica —dijo Descartes—. jPero yo prefiero hacerlo algebraicamente!

De este modo el método algebraico de los babilonios y la geometria de los egipcios
se fusionaron en una nueva ciencia, llamada Geometria Analitica. Ella te ayudara a
analizar tu problema algebraicamente, y luego realizar la construccion buscada
geométricamente.
En la evolucion de la Geometria se inici6 una nueva etapa.
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El secreto del ciruelo

Hace muchos afios hubo un rey que, para su esparcimiento, poseia un precioso jardin
detras de su palacio. Solia pasear por él todos los dias, deleitandose con los trinos de los
pajaros y el perfume de las flores. Pero cuando regresaba a la sala del trono, los
problemas, propios de la gobernacion de un reino, se abatian sobre él de nuevo.

Los afios pasaban, pero los problemas no disminuian; por el contrario, aumentaban.

—Debe ser que algo estoy haciendo mal —se dijo el rey—. ;Qué puede ser?

De pronto una tértola se posé en la ventana y le dijo con voz humana:

—EI ciruelo que hay en tu jardin te revelara el secreto. Pero debes cercarlo, para que
nadie mas coma sus frutos.

El rey quedd tan asombrado de que una tdrtola pudiera hablar, que decidi6 fabricar
una cerca pentagonal para el ciruelo personalmente. Trazé alrededor del arbol un circulo
de 1 metro de radio, y se puso a pensar: ;como inscribir en él un pentagono regular?
jAyudale a averiguarlo, por favor!

iRealiza el analisis algebraico del problema! Llama x a la longitud del lado del
pentagono a construirse, medida en metros:



Sabes que el angulo central de este poligono mide 72°, asi que llama y a su coseno:
y = Cos72°

iDescubre qué ecuacion satisface la incognita y!
Llama A al angulo de 72 grados:

72°=A
Como 34 + 24 = 360°, puedes estar seguro de:
Cos(3-72°) = Cos(2-72°)
¢Por qué? Porque:
Cos(360° — a) = Cos360° - Cosa + Sen360° - Sena
Es decir:
Cos(360° — a) = —Cosa
Por formulas de la trigonometria conoces que:

Cos2A = 2Cos?*A —1
Cos3A = 4Cos3®A — 3CosA

Si igualas las dos expresiones, obtendras:
4C0s372° — 3C0s72° = 2C0s272° — 1
Escribelo en términos de y:

4y3 —2y2 -3y +1=0



iSe produjo una ecuacion cubica!
Pero, si la miras con atencion, descubrirds que ésta posee una raiz entera 1. En efecto:

4.-13-2-12-3-1+1=0
Mas el nimero 1 no puede ser una solucion al problema, puesto que en ese caso el

angulo central del pentagono mediria 90° y no 72°. ;Qué hacer?
Usando el método de coeficientes indeterminados, puedes factorar la ecuacion. Asi:

V-DM@y*+2y-1)=0

Ahora lo sabes: el coseno del angulo central del pentagono es la raiz de la ecuacion
cuadrética

4y*+2y—-1=0

iEncuentra su expresion algebraica!
Completando el cuadrado, hallarés que

(v 2) =
Es decir,

_ 5
T4

Ya conoces el valor del coseno de 72°;
5-1
Cos72° = WT

El tridngulo OAB te informa que, por el teorema de los cosenos, se debe cumplir la
siguiente igualdad:

12 + 12 — 2C0s72° = |% = x2
5

Es decir:

x = 2—2-@=§\/10—2\/§m



Anota tu respuesta algebraica:

Si se quiere inscribir un pentagono regular, dentro de una
circunferencia de radio 1 metro, el lado de tal pentagono deberd

medir% 10 — 2+/5 metros.

iEl algebra hizo su contribucion exitosamente!
Estés listo para construir tu respuesta geométricamente. Para ello puedes dar los
siguientes pasos:

+—240|
2 T
1
Ll
o | |
5 | 5 |
o 4 | |
| = |
o H | |
' 10 - 2V5 :
L ¥%5)




R —

+\Vio-2V5

* &. iEl pentégono regular esta construidol
A

(Para construir el pentdgono en el paso 8, se duplico la unidad de medida y la respuesta
obtenida en el paso 7). Anota tu respuesta geomeétrica:

El lado del pentagono regular, inscrito dentro de una circunferencia,
se puede construir con regla y compas si se siguen los pasos
indicados.

iLa regla, el compés y el método algebraico resolvieron el problema brillantemente!,
;verdad?

El rey coloco la cerca alrededor del ciruelo y arrancaba y se comia cinco ciruelas
diarias. Al comerse el ultimo fruto, exclamo:

—iTodas las ciruelas tienen un hueso! Y lo que observé en estos dias es que la pulpa
se come y el hueso no. jY creo que ya entendi lo que ello significa!

Lo bueno de la vida es como la dulce pulpa de la ciruela, y se lo debe disfrutar y
saborear. En cambio, los problemas de la vida son como el hueso, el cual no se come y,
por lo tanto, no se los debe intentar resolver. jSimplemente se los debe tirar a la basura,
igual que el hueso de la ciruelal

El rey dejé de preocuparse por los asuntos de la gobernacion, y pronto descubrié que
todo funcionaba perfectamente bien por si mismo. De este modo el rey encontrd, por
fin, la paz. Y constatd que es muy parecida a la que experimentamos en una mafiana de
mayo, cuando damos un paseo por un hermoso jardin.



13

El enigma de Apolo

La isla de Delos era protegida por Apolo. Sin embargo, a veces sus habitantes se
olvidaban de honrar a su Dios con un sacrificio y esto provocaba la ira divina.

En el afio 360 a.C., una terrible peste invadi6 la isla. Se nombrd una comitiva para
consultar con el oraculo de Delfos, y la respuesta fue:

—iDuplicad el altar de Apolo! jAdemas, la duplicacion debe ser realizada con regla
y compas!

La Pitonisa mostro el altar a la comitiva. Era un cubo, elaborado en madera de ciprés,
cuyas aristas median 1 codo:

La comitiva marché apresuradamente a la Academia de Atenas, para rogar a Platon:
—Por Zeus, duplica el altar de Apolo: jde lo contrario pereceremos todos!

Platon reunio a filosofos y cientificos, y todos, desesperados, empezaron a buscar la
solucion. Menecmo descubrié una, Eudoxo ofrecio otra, Platon propuso una tercera. Sin
embargo, todas las soluciones fracasaron por una misma razon: todas utilizaban
parabolas o hipérbolas, que no eran construibles con regla y compas.



A los tres dias los académicos exclamaron:

—iNos sentimos incapaces de duplicar el altar!

Ofrecieron vino e incienso a Apolo y la peste ceso.

El problema de duplicar el altar de Apolo quedo6 abierto. Y no fue resuelto, sino
diecinueve siglos mas tarde. En el afio 1637, René Descartes exclamd, emocionado:

—jLa magnitud geométrica no tiene porqué ser construible solo con regla y compas,
como lo creian Euclides y Platén! jEs raiz de una ecuacion cubica o de cuarto grado v,
para construirla, también podemos usar una parabola fija!

Para resolver el problema de Apolo, Descartes decidié usar el método algebraico de los
babilonios. LIamé x a la longitud de la arista del nuevo altar. jEntonces, tan solo se
debia resolver la ecuacion clbica x3 = 2!

Pero ¢como representar el cubo de un segmento? Los griegos antiguos multiplicaban
asi:

iEl producto de dos segmentos era un rectangulo!

Para resolver el problema de Apolo, Descartes concibié una nueva forma de
multiplicar. Trazé un &ngulo arbitrario B y tomd el segmento AB como unidad. Para
multiplicar BD - BC, Descartes unié los puntos A y C, y luego trazé el segmento DE
paralelo a AC. Entonces, afirmo Descartes, BE sera el producto de BD y BC. ¢Por qué
es asi?

Por el Teorema de Tales, puedes escribir:

BC BE
BA BD

Multiplicando en cruz y recordando que BA = 1, obtienes la igualdad deseada:
BE = BD - BC

Gracias a este artificio, Descartes pudo representar cualquier potencia de un
segmento geométricamente. En particular, el cubo x3 = 2, que es lo que necesitaba para
resolver el problema de Apolo. Los gedmetras griegos no tenian herramientas para



resolver este problema, decia Descartes, porque solo podian representar
geométricamente x2, y no x3. jAhora esta limitacion no existia mas! Los geémetras
griegos estaban limitados por la forma cubica, tridimensional de x3. jPara Descartes x3
es un segmento! Y, en el problema de Apolo, tiene que ser igual a 2. {Como lograrlo?

Descartes considera una circunferencia de radio 1, y escoge en ella un punto P de
coordenadas x e y. Recuerda la definicién que habia dado Apolonio a la seccion conica
Ilamada circunferencia: es un lugar geométrico de los puntos que equidistan de un unico
punto llamado centro de la circunferencia. Entonces, gracias al Teorema de Pitagoras,
Descartes puede escribir:

Como esta relacion se cumple para cualquier punto P de coordenadas x e y de la
circunferencia, Descartes descubre que la circunferencia tiene la siguiente ecuacion:

x2+y2=1

(Puesto que 12 =1 en la nueva concepcion). jPor primera vez en la historia de la
matematica la circunferencia fue dotada de una ecuacion!

Descartes se sintio intrigado: ¢tal vez, la parabola, otra seccidon conica, también
posee una ecuacién? Recuerda la definicion que le da Apolonio: Es un lugar geométrico
de los puntos que equidistan de un Gnico punto llamado foco y una Unica recta Ilamada
directriz.



F(O, a)

Descartes llama (0, a) a las coordenadas del foco. Entonces, la distancia entre el eje x
y la directriz tendra que ser igual a a, pues el origen O debe equidistar del foco y de la
directriz. Por lo tanto, la ecuacion de la directriz sera:

y=-a
O, lo que es lo mismo:
y+a=0

Descartes escoge un punto arbitrario P(x,y) sobre la parabola, y escribe la condicion
de Apolonio:

Ja-02+(-a?=y+a

Eleva ambos miembros al cuadrado:
*+(y-a)=y+a)?

Desarrolla los cuadrados de la diferencia y de la suma:
x? +y?—2ay +a® = y? + 2ay + a?

Simplifica la expresion:

x? = 4ay

Como esta relacion se cumple para cualquier punto P de coordenadas x e y de la
parabola, Descartes descubre que ésta tiene la siguiente ecuacion:



x% = 4ay

jPor primera vez en la historia de la matematica la parabola fue dotada de una
ecuacion!
Descartes elige, como parabola fija, a aquella que posee el valor de a igual a un cuarto:

x’?=4-=-y=y

PN

Es decir, Descartes siempre usarg, para la resolucion de problemas geométricos, a la
parabola:

y=x

iPero ahora x2? no es un cuadrado geométrico, sino un segmento!, precisamente el
segmento y. Al utilizar esta ecuacion, Descartes puede trazar a esta parabola en el plano
xOy (como no es posible hacerlo con regla y compas, Descartes inventa unos
mecanismos articulados con este propdsito). Realiza la multiplicacion punto a punto, es
decir, para cada segmento X, obtiene el segmento correspondiente x2. A este segmento
x? Descartes lo representa en el eje vertical como y.

v
x

Volviendo al problema de Apolo, Descartes llama x a la longitud de la arista del
nuevo altar. Entonces, debe resolver la ecuacién cubica

x3 =2

Esta ecuacion, dice el gedmetra francés, se resolvera intersecando la parabola fija
con un circulo. ¢Cual es ese circulo?



Para encontrarlo, Descartes escribe la ecuacion algebraica a resolverse:
x3—-2=0

Multiplica por x ambas partes de ella:
x*—=2x=0

Resta y suma el término x?2:
xt—x?2+x2-2x=0

Llamay a x? (es aqui donde aparece la parabola fija), obteniendo:
0% =y) + (= 2x) = 0

Completa los cuadrados, de lo cual resulta:

2

oY -3

. -, p 1
i'Y ésta es la ecuacion del circulo buscado! Su centro se halla en el punto L2, ysu

radio mide \E = g unidades. jLa arista del altar de Apolo es la interseccion de este

circulo con la parabola y = x?2!
Descartes dibuja, en un sistema de coordenadas, la parabola:
y=x

Y el circulo:

R

¢Cual es la coordenada x de la interseccion de las dos curvas? Por supuesto: jes la
magnitud /2! René Descartes se siente orgulloso de haber resuelto el problema de la
duplicacion del altar de Apolo, ante el cual habian sucumbido los esfuerzos de los
mejores cientificos griegos.



|1 O
"B

L
2

jAnota la respuesta de René Descartes!

El altar duplicado, requerido por Apolo, es el siguiente:

Aungque no es posible construir la magnitud 3/2 con regla y compas, si es posible
construirla como la interseccién de la parabola fija con un circulo. De este modo se
resolvio el problema de Apolo y naci6 la Geometria Analitica. jLa era del nimero
algebraico se habia iniciado!
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La alfombra mégica

—Todos dicen que Dios existe, pero yo no puedo verlo —se quejé un visitante ante
un santo—. jDebo tener una venda que tapa mis ojos! ¢Podria usted quitarmela?

—iCon gusto! —dijo el santo—. Sera sencillo: haga usted tejer una alfombra
redonda de 2 varas® de didmetro, con un triangulo isosceles inscrito en ella. El triangulo
debe abarcar 1 vara cuadrada, ni mas ni menos. jProcure usted ser preciso en ello! Una
vez fabricada la alfombra, siéntese sobre ella y observe el sol. Luego cierre los ojos y
abralos de nuevo; haga asi tres veces. jLe aseguro que la venda se le caera de los 0jos y
podra ver a Dios!

El hombre se puso a pensar: ¢;como trazar el triangulo pedido? jAyudale a
averiguarlo, por favor!

Imagina que la alfombra ya ha sido tejida y el triangulo isésceles ABC ha sido
inscrito dentro de ella. Llama x al segmento OM.

5 Una vara mide 83.6 cm.

63



Entonces, el area del triangulo ABC puede ser calculada de este modo:
Anasc =AM -BM =1 -x2(1+x) =1

Al elevar al cuadrado, obtendras esta ecuacion de cuarto grado:

x*+2x3-2x=0

Como puedes ver, x = 0 es una raiz. Es decir, el tridngulo ABC puede ser este:

iPero parece que también existe otra alternatival
Para encontrarla, divide tu ecuacion para x. Obtendras la siguiente ecuacion cubica:

x3+2x2—-2x=0
iResuélvela por el método de Descartes!
Para encontrar la ecuacién del circulo, multiplica por x ambas partes de la ecuacion.

Obtendras:

x*4+2x3-2x=0



Elimina el término clbico con la sustitucion

I4_§x12_xl :—E
2 16

Resta y suma el término x?2:

5 12 2 13
X't ==X XX ==
2 16

Llamay’ a x'? (para introducir la parabola fija), y se obtiene:

! 5 I I 13
O =)+ - =

16

Al completar los cuadrados, te resulta:

(-3 -9 =

., , 15
jEsta es la ecuacion del circulo buscado! Su centro se halla en el punto (E'Z)’ y su

radio mide 1 unidad.
Dibuja, en un sistema de coordenadas, la parabola:

y =x

Y, el circulo:

(- -9 -



¢Cual es la coordenada x’ de la interseccion derecha de las dos curvas? Por supuesto: jel
segmento buscado OM, disminuido en media unidad! (La interseccién izquierda, con
seguridad, es la media unidad; pues, al disminuirla en media unidad, debe producirse 0,
que es la raiz que se afiadié por multiplicar la ecuacion por x). Regresa a la coordenada

1 s . .,
X, restando 5 la coordenada x’ de la interseccion derecha de las dos curvas:

.

o) M

Anota tu respuesta:

El segmento buscado OM acaba de ser construido con regla, compas
y parabola fija.

(Para construir el triangulo, se duplicd la unidad de medida y la respuesta obtenida). jEl
método de Descartes resolvié el problema brillantemente!, ;verdad?



El hombre hizo tejer la alfombra, se sentaba sobre ella cada mafiana y observaba el
sol. Luego cerraba los ojos y al abrirlos de nuevo, le parecia que el sol acababa de salir.

—iPero no es asi! —se dijo a si mismo—. jEI sol siempre esta alli, incluso cuando
yo cierro los ojos!

—Y lo mismo sucede con su Ser —Ie dijo el santo—. jEI Ser siempre esta con usted,
incluso cuando usted no lo ve!

El Ser no puede estar ausente ni por un solo momento. Si El estuviera ausente, el
mundo se desplomaria al instante.
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El pajaro de oro

En tiempos remotos, vivia en Rusia un zar cuyo palacio estaba rodeado de un
precioso jardin. En él crecia el arbol que daba manzanas de oro. Cuando las manzanas
maduraron, fueron contadas; pero a la mafana siguiente ya faltaba una. Se lo
comunicaron al zar, que ordeno que todas las noches se montara guardia bajo el arbol.

El zar tenia un hijo y, al oscurecer, lo envio de centinela al jardin. El joven se tumbd
bajo un arbol, vigilante, y no se dejé dominar por el suefio. Cuando dieron las doce, oyd
un ruido en el aire y, a la luz de la luna, vio acercarse un pajaro cuyo plumaje brillaba
como el oro.

El péjaro se poso en el arbol y, cuando acababa de picotear una manzana, el joven le
dispard una flecha. El pajaro huyd, pero la flecha le habia dado en el plumaje y se le
cay6 una pluma de oro. El joven la cogid; a la mafiana siguiente, se la llevo al zar y le
conto todo lo que habia visto por la noche.

El zar Ilamé a sus consejeros, y le aclararon que una pluma como aquélla valia méas
que todo el reino.

—Si la pluma es tan valiosa —dijo el zar—, una sola no me sirve de nada, sino que
debo y quiero tener todo el pajaro. jDebo poseer esa maravilla en mi palacio!

El consejero mas viejo le dijo:

—iMajestad! El pajaro de oro no puede ser atrapado ni con las manos, ni con la
escopeta. Pero él mismo vendra a vuestro palacio si se construye para €l una jaula de
oro de medidas especiales.

—¢De qué medidas debe ser la jaula de oro? —preguntd el zar.



—Su base tiene que tener la forma de un cuadrado, —contesto el consejero,— y su
altura debe superar el lado de la base en 1 arshin®. Ademas, la superficie de la base
debera exceder a la diagonal de la jaula en 3 arshin. Asi lo dicen los libros antiguos.

De inmediato, el zar encarg6 al orfebre la fabricacién de tal jaula de oro. Al escuchar
las especificaciones, el orfebre tuvo que ponerse a pensar: ¢qué medidas poseera su obra
de arte? jAyudale a averiguarlo, por favor!

iRealiza el andlisis algebraico del problema! Llama x a la longitud de la arista de la
base:

Entonces, su altura medird (x + 1) arshin. Escribe la condicion que debe cumplir la
jaula de oro:

x2—3=/(x+1)22x2

Obtuviste una ecuacion algebraica. jAverigua de qué grado es!
Para ello eleva al cuadrado ambas partes de la ecuacion:

(-3 = (Y + D222
Ejecuta las operaciones:

x*—6x24+9=3x2+2x+1
Finalmente, obtendras:

x*—9x?—-2x+8=0

® Un arshin, una antigua unidad de medida rusa, equivaliaa 71.12 cm.



iEs una ecuacién de cuarto grado! jUsa el método de Descartes para descubrir su raiz
positiva intersecando la parabola fija con un circulo!
Para encontrar la ecuacion del circulo, resta y suma el término x?2:
x*—9x2 +x2—x?—-2x+8=0

Agrupa los términos:
(x* —10x2) + (x? — 2x) = -8
Introduce a la parabola fija, asignando y a x?2:
(y? —10y) + (x* — 2x) = -8
Completa los cuadrados y reordena los términos:
(x—1%*+(y—5)*=18
iEsta es la ecuacion de la circunferencia buscada! Anota tu respuesta algebraica:

El lado de la base de la jaula de oro puede ser construida como la
interseccion de la parabola fija y = x? con la circunferencia de
centroen (1;5) y radio r = v18.

iEl &lgebra hizo su contribucién exitosamente!
Estas listo para construir tu respuesta geométricamente. Para ello construye la
parébola y la circunferencia en un plano cartesiano:

F N




Fijate que existen cuatro puntos de interseccion entre la parébola y el circulo; es
decir, hay cuatro soluciones reales. Sin embargo, dos de ellas son negativas y, por tanto,

no pueden designar una longitud geométrica. De las dos raices positivas elige la més
grande, la que se encuentra en el punto A.

Amplia la vision de la zona que te interesa:

y- N
4_
5_
2_
“\1\_
\c B .
L
0 T

Anota tu respuesta geométrica:

Las dimensiones de la jaula de oro acaban de ser construidas con
regla, compas y parabola fija.



A® B

iLa regla, el compas y el método algebraico resolvieron el problema genialmente!,
¢verdad?

Cuando la jaula estaba lista, el pajaro de oro llegé al palacio. Mir6 la jaula de oro y
dijo al zar:

—iNingun péjaro podria resistirse a vivir en una jaula asi, ni siquiera el pajaro de
oro! Sin embargo, si me dejas libre obtendras un bien mucho mayor: te prometo que
jamas tu reino sufrird hambre ni guerras. ¢ Qué escoges?

El zar medité en el asunto y comprendio que la oferta del pajaro era méas valiosa que
todo el oro del mundo. La acepté agradecido y desde entonces todos en su reino
vivieron felices para siempre.
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Llegd tarde

Un hombre de Sumen necesitaba cavar en su patio una piscina en forma hexagonal.
Decidié que seria simétrica, sus lados opuestos paralelos, de 4, 6 y 4 metros,
respectivamente, y que su area abarcaria 40 metros cuadrados.

En este momento, el hombre se esta preguntando: ;de qué longitud debe él trazar el
diametro de la piscina? jAyudale a averiguarlo, por favor!

Como la piscina sera simétrica, es suficiente que consideres Unicamente la mitad
superior de ella, es decir, el trapecio ABCF:



o h
Z E! D
Fl—x — 6m —x—C

Si llamas x al segmento DC, y h a la altura del trapecio, lo que conoces es lo
siguiente:

AF = BC =3m
AB = 6m
FC =(6+2x)m

Tu objetivo es encontrar el valor de la incognita x que hace igual a 40 el area de la

piscina.
iAplica el Teorema de Pitagoras en el tridngulo rectangulo BDC! Descubriras que

h? + x? = 42
Por lo tanto, la altura h puede ser expresada de este modo:
h =+v16 — x? 1)

¢Recuerdas como se expresa el area de un trapecio? Es igual al producto de la
semisuma de sus bases por su altura:

AB+FC
Appcr = > h

En otras palabras:

6+(6+2x)
Appcr = > h

Simplifica la expresion:
Appecr = (6+x) - h (2)
Al sustituir la expresion (1) en la igualdad (2), se produce:
A(x) = (x + 6)V16 — x? 3)

Y, como la quieres igual a 20, puedes escribir:

(x+6)V16 —x2 =20



Al elevar al cuadrado, obtendras la siguiente ecuacion de cuarto grado:
x* 4+ 12x3 4+ 20x2 —192x — 176 =0

Por el método de Descartes descubriras la raiz positiva de esta ecuacion intersecando
la parébola fija con un circulo; pero antes tienes que eliminar el término cabico.
Para ello realiza el siguiente cambio de variable:

!

x=x —3

Entonces, la nueva ecuacion tomara esta forma:

2

x'*—34x"" —96x' +337 =0

jAhora puedes usar el método de Descartes para descubrir la raiz positiva de esta

ecuacion!
Para encontrar la ecuacion del circulo, resta y suma el término x'?:

(x"* —35x") + (x'* —96x") + 337 =0
Llama y”a x"? (para introducir la parabola fija); obtendras:
(y'2 — 35y) + (x'* — 96x") + 337 = 0
Al completar los cuadrados, te resultara:
(x —48)? + (y' — 17.5)%? + 337 = 48% + 17.52
Es decir,
(x' —48)2 + (y' — 17.5)% + 337 = 2273.25
iEsta es la ecuacion del circulo buscado! Su centro se halla en el punto (48,17.5), y

su radio mide v2273.25 =~ 47.6786 unidades.
Dibuja, en un sistema de coordenadas, la parabola:

Y, el circulo:

(x' —48)? + (y' — 17.5)% = 2273.25



Como puedes ver, hay dos intersecciones de las dos curvas. Pero, como x =

x' — 3, la abscisa pequefia no te sirve, pues es menor a 3. Entonces, escoge la
abscisa grande y, restandole 3, obtendras el segmento DC, cuyo doble hay que
afiadir a los 6 metros para obtener el diametro de la piscina:

F| X |[ 6m | X IC




Anota tu respuesta:

El segmento buscado DC acaba de ser construido con regla, compas y la
parabola fija.

o m
k& i - %,
X 6 m X
% i X
3 N
6m

iEl método de Descartes resolvié el problema brillantemente!, ;verdad?

El hombre era un poco vago, asi que decidié usar la astucia. Llamo a un gitano y le
dijo:

—Segln una carta del sultan de Constantinopla, en mi patio esta enterrado un
tesoro. Si cavas a un metro de profundidad, dividiremos el tesoro en partes iguales.

—iNo le creas, amo, al sultan de Constantinopla! —exclamo el gitano—. El escribid
una carta igual a la tuya a un hombre de Lom. jLe cavé un pozo entero, pero no
encontré nada!
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La Estrella de David

Un rabi odiaba la Matematica.

—¢Para qué sirven la Geometria y el Algebra? —decia— jLo Unico importante es
amar a Dios! No se puede amar a Dios y a la Matematica a la vez.

Una noche Dios aparecio en sus suefios y le dijo:

—Quiero una estrella de David en el vitral de la entrada de tu sinagoga. Y me
gustaria que ocupe un espacio de un metro cuadrado, para que todos puedan recordar
que hay un solo Dios.

El rabi sali6 al patio de la sinagoga y se puso a pensar: ¢de qué radio debe trazar la
circunferencia, para que la estrella de David ocupe exactamente 1 metro cuadrado?
jAyldale a averiguarlo, por favor!

iRealiza el analisis algebraico del problema! Llama x a la longitud del radio de la
circunferencia buscada, medida en metros. Con la misma apertura del radio, divide a la
circunferencia en seis partes. Al unir estos puntos, obtendras la estrella de seis puntas.
iEs la estrella de David!



Para expresar su area en términos de X, observa que en cada punta se formaron
triangulos equilateros congruentes (¢puedes ver por qué?). Une el centro de la
circunferencia con los vértices de estos triangulos: se forman rombos congruentes. La
diagonal mayor de estos rombos es igual al radio de la circunferencia, mientras que la
diagonal menor es igual al lado de cualquiera de los triangulos equilateros.

Si aplicas el Teorema de Pitagoras, en el AABD hallaras que:

AB? = AD? + BD?

Como BD = gy AABC es equilatero, puedes afirmar que: AB = AC.
Asi que:

2 £ 2 £ 2
AC” = ( 2 ) + (2)
Al elevar al cuadrado, obtienes:

ACZ—AC2+X2
4 4

Si multiplicas por 4 ambos miembros y despejas el valor de AC?, sabras que:

Ac? =%
3

Si extraes la raiz cuadrada de ambos miembros, te resultara:

X
AC—\/—§

Al realizar 6 réplicas del rombo OABC, obtienes nada mas y nada menos que toda la
estrella de seis puntas. Por lo tanto, A.gtreiia = 6Arombo-

A su vez, cada rombo se forma con dos triangulos equilateros unidos por sus bases.
Por lo tanto, Agstreiig = 6 2 - Apapc-



Es decir:

Acstretia = 12Apapc

Aplica la formula del &rea de un triangulo:

1
Aestretia = 12 E -AB - BC - Sen60°

Reemplaza los valores:

Aestretla = 6 B V2
Realiza las operaciones:

— 2
Aestrella - \/§x

Recuerda que la estrella debe abarcar 1 metro cuadrado:
V3x? =1
Despejando x2, obtienes:

3
=0
2
Si extraes la raiz cuadrada de ambos miembros, conoceras la expresion algebraica
para la incognita:

\ﬁ
xX=_|—m
3

Anota tu respuesta algebraica:

Para construir una Estrella de David de 1 metro cuadrado de
superficie, se requiere que ésta sea inscrita dentro de una

V3

circunferencia de radio 5 metros.

iEl &lgebra hizo su contribucién exitosamente!

Estas listo para construir tu respuesta geométricamente. Como Unicamente estan
involucradas raices cuadradas, la realizaras con regla y compas. Para ello puedes dar los
siguientes pasos:







Anota tu respuesta geomeétrica:

Se acaba de construir, con regla y compas, el radio de la
circunferencia que contiene a la estrella de David de area igual a 1
metro cuadrado.

iLa regla, el compés y el método algebraico resolvieron el problema genialmente!,
¢verdad?

Al llegar al final de la construccidn, el rabi qued6 enamorado de la Matematica.

—iDios esta en todas partes y también en la Geometria y el Algebra! —dijo a los
amigos—. Y creo que, si amas profundamente a la Matematica, descubrirés a Dios.

Las actividades humanas son caminos hacia Dios.
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Los Diez Mandamientos

Para alcanzar la pureza moral, un hombre decidié cumplir los Diez Mandamientos al
pie de la letra.

—FPara facilitarme la tarea —se dijo—, anotaré cada uno de ellos en los vértices de
un decagono.

Sobre una hoja de papel trazd un circulo de radio 1 decimetro y se puso a pensar:
¢como inscribir dentro de él un dec&gono regular con regla y compas?

iAyudale en esta dificil tarea, por favor!

iRealiza el analisis algebraico del problema! Llama x a la longitud del lado del
decagono a construirse, medida en decimetros:

Sabes que el angulo central de este decagono mide 36°, asi que llama y a su coseno:
y = C0s36°.

83



iDescubre qué ecuacion satisface la incognita y! En la unidad 4, descubriste el valor
del coseno de 72 grados:

Cos72° = L1
4
Como esta vez se trata del angulo mitad, usa la formula trigonométrica
Cos2a = 2Cos%a — 1
Obtendras:
Cos72° = 2Co0s?36° — 1

Es decir,

2C0s%36 — 1 = %

Al realizar las operaciones, se produciré:
C0s36° = =V2V5 + 6

El tridngulo OAB te informa que, por el teorema de los cosenos, se debe cumplir
la siguiente igualdad:

2 2 _ o _ 12 _ .2
1“+1 2C0$36—|1O—x

Es decir:

x=\/2—%\/2\/§+6=\/2—% /(1+\/§)2=
[2-20+V8) =1e—2vE =2 (V5 - 1) =1 (45 — 1)am

Anota tu respuesta algebraica:

Si se quiere inscribir un decagono regular dentro de una
circunferencia de radio 1 dm, el lado de tal decdgono deberd medir

~(V5-1)dm.

iEl algebra hizo su contribucion exitosamente!
Estas listo para construir tu respuesta geométricamente. Para ello puedes dar los
siguientes pasos:



* 5. iEl decagono regular esta construido!

A V5 -1

B

4 \

| b
\_ W

\/

Anota tu respuesta geométrica:
El lado del decagono regular, inscrito dentro de una circunferencia,
se puede construir con regla y compéas al seguir los pasos que se
acaban de indicar.

jHe aqui el decagono de los diez mandamientos!



1. No tendras
dioses ajenos.

10. No codiciaras
hada de tu projimo.

2. No adoraras
imagenes.

3. No tomar el nombre

de Dios en vano 9. No mentiras.

4., Acuérdate
del dia de reposo.

8. No robarés.

7. No cometeras
adulterio.

5. Honra a tu
madre y a tu padre.

6. No matarés.

iLa regla, el compas y el método algebraico resolvieron el problema genialmente!,
¢verdad?

Al anotar los diez mandamientos, el hombre se dio cuenta de algo.

—Con el conocimiento geométrico —se dijo—, me estoy robando mi ignorancia,
estoy cometiendo adulterio respecto de mi ignorancia, estoy matando a mi ignorancia.
iYa no necesito ni robar, ni cometer adulterio, ni matar a las personas!, pues estoy
haciendo todo esto con mi propia ignorancia.

jLa Matematica nos ayuda a cumplir los Diez Mandamientos!
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Los diez necios

Un hombre quedé muy impresionado al escuchar la fabula hindd Los diez necios. La
fabula decia asi:

Los diez necios vadearon un rio y, al llegar a la otra orilla, quisieron
asegurarse de que realmente todos habian atravesado sanos y salvos la
corriente. Uno de los diez necios empezd a contar, pero solo cont6 a los otros y
se dej6 fuera a si mismo.

—No veo méas que nueve —dijo—. Seguramente, hemos perdido uno. ¢Quién
puede ser?

Otro le preguntd si habia contado bien, y volvié a hacer él mismo la cuenta;
ipero también €l contd solo nueve!

Uno tras otro, cada uno de los diez no contdé mas que nueve, porque todos se
dejaban fuera a si mismos.

—No somos més que nueve —coincidieron todos—, pero, ¢quién es el que falta?
—Sse preguntaron.

Sin embargo, todos los esfuerzos que hicieron por descubrir al que “faltaba”
fracasaron.

—Sea quien fuere el que se ha ahogado —dijo el mas sentimental de los diez
necios—, lo hemos perdido.

Y asi diciendo prorrumpi6 en lagrimas y los demas lo imitaron.

Al ver que asi lloraban a la orilla del rio, un viajero se compadecid de ellos y
les preguntd la causa. Le relataron lo sucedido y le explicaron que, incluso
después de haberse contado varias veces, no podian encontrar mas que nueve.
Al oir el relato, y puesto que veia a los diez ante él, el viajero comprendio lo
sucedido y, para que ellos mismos se dieran cuenta de que eran realmente diez y
de que todos habian cruzado sanos y salvos el rio, les dijo:



—Volved a hacer cada uno vuestra cuenta, pero uno tras otro, en serie, uno,
dos, tres y asi sucesivamente, y yo iré dandoos a cada uno un golpe, de manera
que todos podais estar seguros de haber sido incluidos en la cuenta, pero no
mas de una vez. Entonces encontraremos al décimo, al “desaparecido”.

Al oir esto, todos se regocijaron ante la perspectiva de encontrar al camarada
“perdido” y aceptaron el método que sugeria el viajero.

Mientras el bondadoso viajero iba dando un golpe a cada uno de los diez, el que
recibia el golpe se contaba a si mismo en alta voz.

—Diez —dijo el dltimo, al recibir a su vez el ultimo golpe.

Perplejos, se miraron unos a otros.

—iSomos diez! —dijeron al unisono y agradecieron al viajero que les hubiese
liberado de su dolor.

El hombre decidié dibujar, en los vértices de un decagono regular, a los diez necios
que fueron salvados.

—Y me gustaria que el decagono abarque 10 centimetros cuadrados de superficie —
se dijo—, para recordar que los necios fueron 10 y no 9, como ellos creian.

Y se puso a pensar: ;de qué radio debe él trazar la circunferencia para que el
decagono, inscrito en ella, abarque ni mas ni menos que 10 centimetros cuadrados de
superficie? jAyudale a averiguarlo, por favor!

Debes construir un decadgono cuya area abarque exactamente 10 centimetros
cuadrados de superficie.

Para ello necesitas conocer el valor del coseno y del seno del angulo de 36 grados.
En la unidad anterior descubriste que:

C0s36° = i\/6 +2v5

Y también puedes expresarlo de este modo:

Cos36° = X /3”5
2 2

Llama x al radio de la circunferencia buscada, dentro de la cual vas a inscribir el
decagono. El area del triangulo OAB puede ser calculada por la siguiente formula:




Apap = %xz - Sen36°
Y, como el area del decagono es Agecsgono=104045, Puedes escribir:
Adecégono =10- %xz -Sen36° =10

iSolo necesitas conocer el valor del seno del angulo de 36 grados!
Con ese objeto, usa la férmula:

Sen36° =+/1 — Cos?36°

Realiza el reemplazo:

Sen36° = \/1 — (l /3“@)
2 2

En otras palabras,

2

Sen36° = 11 (3%)

2

Ejecuta las operaciones:

Sen36° = /5‘8—6

Tu ecuacién adquiere la siguiente forma:

10-1x2. 7= 10

iSolo tienes que resolverlal
Simplifica la ecuacion:

4 5-V5 _
8

4

Despeja x*:

4 _ 32

T 55
Racionaliza esta fraccion:

4 _ 32 _ 5+V5
T 55 5+5

De aqui obtienes:



4 _ 32(5+/5) _ 8(5+,/5)
X = Tws T s

Por tanto, ya conoces la expresion algebraica para tu incognita:

x = 4 ’8(5;/3)

O, si prefieres, puedes escribirlo asi:

7. /2(5;\/3)

iHas encontrado el valor del radio de la circunferencia en la cual inscribir tu
decagono! Anota tu respuesta algebraica:

Si se quiere construir un decagono regular de area 10cm?, el radio

de su circunferencia debe medir |2 - /%@ cm

iEl algebra hizo su contribucion exitosamente!
Estas listo para construir tu respuesta geométricamente. Para ello puedes dar los
siguientes pasos:

! 5 +\V5 !

9]
Y
S




2\ [ 2(5 +V5)
5

jHas construido la circunferencia! Tan solo te falta inscribir en ella un decagono
regular.
Recuerda que en la unidad anterior demostraste que el lado del decagono regular es el
producto de multiplicar el radio de la circunferencia por el nimero de oro:



V5 -1
lio=T1" >

iRealiza esta construccién geométricamente!
Para ello puedes dar los siguientes pasos:

4—2—’{




Anota tu respuesta geomeétrica:

Para construir con regla y compas un decagono regular de area 10
centimetros cuadrados, puedes seguir los pasos que se acaban de
indicar.

iLa regla, el compas y el método algebraico resolvieron el problema brillantemente!,
¢verdad?

Al mirar el decagono todos los dias, el hombre recordaba que los necios habian
logrado cruzar la corriente.

—Si ellos lo lograron —se decia—, jtambién yo puedo hacerlo!
Y, en efecto, el hombre cruzo el rio de la vida sano y salvo. {Como lo hizo? Es un koan.
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Los peces y el agua

Un rey estaba quedandose ciego. Cada vez veia menos; el médico del palacio le
recetaba lentes cada vez mas y mas gruesos.

—La vista no se restaurara hasta que su majestad observe un estanque de 20 lados
con 20 especies de peces —Ile dijo el consejero, quien era un hombre sabio—. Un
espectaculo asi es capaz de devolver la vista a cualquiera.

El rey ordend en seguida que en los jardines del palacio se construyera tal estanque.
Al escuchar la orden, el arquitecto se puso a pensar: ¢como trazar el poligono regular de
veinte lados? jAyudale a averiguarlo, por favor!

jRealiza el analisis algebraico del problema! Imagina que has trazado una
circunferencia de radio 1 metro y Ilama x a la longitud del lado del poligono a ser
inscrito en ella:

El nombre de este poligono es icosagono, y su angulo central mide 18 grados:

360°
=18°
20




Llama y a su coseno:
y = Cos18°

jDescubre qué ecuacion satisface la incdgnita y!
En la unidad 18 descubriste el valor del coseno de 36 grados:

C0s36° = -V2V5 + 6

Como esta vez se trata del angulo mitad, usa la formula trigonomeétrica:
Cos2a = 2Cos%a — 1

Obtendrés:
Cos36° = 2C0s%18° — 1

Es decir,
2C0s218° — 1 = i 2V5 + 6

Al realizar las operaciones, se produciré:

2
1 [(v5+1
1 —
}1+%\/2\/§+6 1+%/2‘/§4+6 T2 ( i )
Cos18° = = =
2 2
1 [(V5+1
1+—/( ) V5+1
2 4 _|tt—7— |V5+5 1 [V5+5
2 B - 8 2 2

2

i Ya conoces la expresion algebraica para el coseno del angulo de 18 grados!
El tridngulo OAB te informa que, por el teorema de los cosenos, se debe cumplir la
siguiente igualdad:

2 2 o _ 12 _ .2
1+ 1% —2Co0s18 —|20—x

Es decir,

x=\/2—2-1 /\/§+5:\/2_ \/§+5m.
2 2 2

Anota tu respuesta algebraica:




Si se quiere inscribir un icosagono regular dentro de una
circunferencia de radio 1 m, el lado de tal icosagono debera medir

2 — /ﬁ;s metros.

iEl algebra hizo su contribucion exitosamente!
Estas listo para construir tu respuesta geométricamente. Para ello puedes dar los
siguientes pasos:

DN
| v

) | |
| 5 |
2
o4 I—'
VB
2
«H | I
I 5+V5
|

0




® |
7 |

—Z 4
5+2\/g 2_ b+\/§
72

e

e 9. iEl icosagono esta construidol

.Zo n +2\/g

Anota tu respuesta geométrica:

El icosagono regular, inscrito dentro de una circunferencia, se puede
construir con regla y compas si se siguen los pasos que se acaban de
indicar.

iLa regla, el compas y el método algebraico resolvieron el problema genialmente!,
;verdad?

El estanque de 20 lados fue construido y sembrado con peces de 20 especies
diferentes. El rey miraba sus colores que brillaban a la luz del sol y se maravillaba de la
riqueza de la creacion divina. Sin embargo, su vista seguia empeorando.

—¢Por qué no mejora mi vision? —preguntd al consejero.

—Porque su majestad mira a los peces y no al agua —contesto este.

—¢Y por qué debo mirar al agua? —se sorprendio el rey—. El agua es incolora. jEs
mucho mas divertido mirar a los peces, a los cuales Dios pint6 de todos los colores!

—Es mas divertido mirar a los peces —aceptd el consejero—, pero es mas
importante mirar al agua. Asi su majestad podra comprender que el agua puede estar sin
los peces, pero los peces no pueden estar sin el agua. Los peces son muchos, pero el
agua que les sostiene es una sola. Y de la misma manera la vida es multiple, pero su
invisible sostén es uno. Y ese invisible sostén es usted!

La vista del rey se restaur0 inmediatamente.
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Newton ayuda a un comerciante

En el afio 1670, un comerciante de leche dijo a Isaac Newton:

—Deseo construir bidones cilindricos, de 50 pintas’ de volumen cada uno. ¢De qué
tamafo debo hacerlos, para que la cantidad de lata sea de 700 pulgadas cuadradas?

Newton tomd papel y pluma, hizo unos célculos y dijo:

—La altura del bidon debe medir 16.6248 pulgadas.

—¢Y qué diametro tendré la base del bidon?

—5 pulgadas.

Y Newton dio al comerciante la siguiente explicacion. jAyadale a realizarla, por
favor!

Newton Ilama x a la altura del biddn, y r a su radio, medidos en pulgadas:

"Una pinta equivale a 27 pulgadas cubicas, es decir, a 0.455 litros.



Entonces, la superficie del bidon, con las dos tapas, puede ser escrita de este modo:
S(x,r) = 2nr? + 2nrx

Ademas, entre r y x hay una relacion:
nr?x = 1350plg3

Pues 50 pintas equivalen a esta cantidad de pulgadas cubicas de volumen:
27 - 50 = 1350plg3

Newton expresa el radio del bidon en términos de x:

1350
r= /—
X
Sustituye esta expresién en la formula de la superficie:

2700
s(x) = — + 2V1350mx

jHas hallado la funcién superficie!
Ahora necesitas cumplir la condicion del comerciante, igualando la superficie del
biddén a 700. Obtienes la siguiente ecuacién:

2799 4 2\13507x = 700

X

99



A ejecutar las operaciones convenientes, se produce lo siguiente:
4x2 - 1350mx = (700x — 2700)2

Al aproximar las cantidades, con cinco cifras decimales, Newton escribe la ecuacién
cUbica de este modo:

x3 —28.88367x% + 222.816924x — 429.71835 = 0

jObtuviste una ecuacién de tercer grado! Tan solo tienes que resolverla; es decir,
descubrir su raiz real que conviene para la fabricacion del bidén.
Newton te sugiere que definas el polinomio

P(x) = x3 — 28.88367x% + 222.816924x — 429.71835

Entonces, solo tienes que encontrar la abscisa de este polinomio que corresponde a la
ordenada y = 0. Para ello calcula algunos de los valores de este polinomio:

X 0 S 10 15 20

P(x) -430 82 -90 -211 473

En seguida realiza su grafico aproximado:

F N

Y
4000

P(x) = x5 - 28.88367x2 + 222.8616924x - 429.718635.

iAhora él solamente tiene que averiguar para qué altura del bidén este polinomio se
hace igual a cero!




Como el gréafico le dice que la abscisa buscada debe encontrarse entre 17 y 18 pulgadas,
Newton lo comprueba:

173 — 28.88367 - 17% + 222.816924 - 17 — 429.71835 = —76.21281714 < 0
Mientras que:
183 — 28.88367 - 182 + 222.816924 - 18 — 429.71835 = —54.675470 > 0
iDe modo que debe haber una raiz entre 17 y 18 pulgadas! Newton lo anota:
xXo = 18
El matematico inglés representa a la raiz desconocida como:
x;=18+p
De este modo, al reemplazar esta expresion en la ecuacién, se puede escribir:
(18 + p)3 — 28.88367(18 + p)? + 222.816924(18 + p) — 429.71835 = 0
iSe obtiene una ecuacion cubica en p! Es esta:
p3 — 25.1163p3 + 155.0048p + 54.677202 = 0

Si se desprecian los términos cubico y cuadratico, Newton debe resolver la siguiente
ecuacion lineal:

155.004804 - p + 54.67720199 = 0
De aqui Newton despeja el valor de p:
p = —0.3527452
De este modo se obtuvo una aproximacion de la raiz buscada:
x; =18 —0.3527452 = 17.6472548
Ahora, Newton representa p como (—0.3527452 + q):
p = —0.3527452 + q
Entonces,
X, = 17.6472548 + q
Reemplaza esta expresion en la ecuacion:

(17.6472548 + q)% — 28.88367(17.6472548 + q)? +
222.816924(17.6472548 + q) — 429.71835 = 0



jPara g se debe cumplir una ecuacion cubica! Y es esta:
q3 + 24.0580944q% + 137.6587618q + 3.08131866 = 0

Al despreciar todos los términos salvo los lineales, Newton obtiene la siguiente
ecuacion lineal para el valor de q:

137.6587618 - q + 3.081313866 = 0
De aqui, Newton infiere el valor de q :
q = 0.0223837
De este modo se obtuvo la siguiente aproximacion de la raiz buscada:
x, = 17.6472548 — 0.0223837 = 17.6248711
Para seguir con el proceso, Newton representa q como —0.0223837 +r:
q = —0.0223837 +r
Entonces,
x; = 17.6248711 + r
Reemplaza esta expresion en la ecuacion:

(17.6248711 + r)3 — 28.88367(17.6248711 + r)? +
222.816924(17.6248711 +r) —429.71835 =0

Obtiene la siguiente ecuacion cubica:
73 4+ 23.99094337 + 136.5832465r + 0.01204405214 = 0

Despreciando todos los términos salvo los lineales, Newton obtiene la siguiente
ecuacion lineal:

136.5832465r + 0.01204405214 =0

Newton ya conoce el valor de r:
r =-—0.000088181

De este modo, se obtuvo la siguiente aproximacion de la raiz buscada:
x3 = 17.6248711 — 0.000088181 = 17.6248plg

i'Y es una aproximaciéon muy buena! En efecto:



17.62483 — 28.88367 - 17.6248% + 222.816924 - 17.6248 — 429.71835 = 0.02
=0

Es decir, la altura del bidon debe medir
x = 17.6248plg

Ahora, Newton calcula el radio de la base:

, 1350
"= 1rezasn 4.9378plg

Lo que significa que su diametro medira el doble:

d=2-49378 = 9.8755plg

Newton calcula la cantidad de lata que necesitara el bidon para su elaboracion:

2700
17.6248

5(17.6248) = + 2v1350 - 17.6248 - = = 700.000plg?

jTal y como era requerido! Anota la respuesta de Isaac Newton:

Si se quiere que la superficie del bidén abarque 700 pulgadas
cuadradas, la altura del bidon debera medir 17.6248 pulgadas, v el
diametro, 9.8755.

01d gozo/l
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iEl método de Newton resolvio el problema brillantemente!, ;verdad?

—iSe lo agradezco, sir! —dijo el comerciante a Isaac Newton—. Siempre escuchaba
decir que la ciencia puede ser muy util en nuestras vidas. jAhora lo sé!
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La medalla de oro

Un deportista ansiaba ardientemente recibir, en alguna competencia importante, la
medalla de oro. Pero sus oraciones eran vanas, pues la medalla de oro, invariablemente,
se la llevaba a casa alguno de sus rivales.

El deportista decidié premiarse a si mismo con una medalla de oro de su propia
fabricacion. Con tal propdsito, pidio a un orfebre que la fabricara de forma redonda, con
el diametro de la circunferencia igual a 2 cm, y un triangulo isésceles inscrito en ella de
areade 1 cm?.

El orfebre sabia que Isaac Newton habia encontrado un método para encontrar las
raices de ecuaciones algebraicas con tantos decimales como uno quiera. Tomo del
estante un libro de Newton y se puso a pensar: ¢de qué dimensiones debera él trazar el
triangulo? jAyudale a averiguarlo, por favor!

Imagina que la medalla ya ha sido disefiada y el tridngulo is6sceles ABC ha sido
inscrito en ella.



Llama x a la base del triangulo isosceles, del segmento AB:
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Entonces, el area del triangulo ABC puede ser calculada de este modo

Anapc =3 AB - CD

Aplica el teorema de Pitagoras en el tridngulo AOD:
AD? + 0D? = 17
Asi obtienes que:
0D =-VA—x2
Ademas, sabes que:
CD=1+0D
Reemplaza estos datos en el area del triangulo ABC:

AAABC:%'X'(1+%W)=1

Acomoda la ecuacién de manera que se elimine el radical, y eleva todo al cuadrado:



(W)Z _ (4—2x)2

X

Al simplificar, obtendras esta ecuacion de cuarto grado:
x*—16x+16 =0

jAplica el método de Newton para resolverlal Define un polinomio que puedes
[lamar P:

P(x) = x*—16x + 16

iEstas buscando las raices de este polinomio! Para que tengas una idea donde estan
esas raices, utiliza un grafico de funciones:

P (x)

P(x) = x* - 16x + 16

La primera raiz estd entre 1 y 2; la segunda raiz parece ser exacta e igual a 2.
iVerifica la tltima afirmacion! El calculo es inmediato: al reemplazar el valor de 2 en el
polinomio, obtienes que

P(2)=2*-16-2+16=0

jHas encontrado una raiz del polinomio P(x)!

Para hallar la otra raiz, aplica el método de Newton. Empieza con el valor entero 1
mas un pequefio incremento. Sea Xo la primera aproximacion al valor de la raiz, y p un
incremento. Entonces, puedes escribir:



Xo=1+0p

Como Xo es raiz, obtienes:
Pl+p)=0Q+4*-16(1+p)+16=0

Luego de desarrollar el binomio, consigues saber que:
1*+4-13p+6-1%p?2+4-1p3+p*—10—-16p+16 =0

Newton sostiene que los términos p?, p® y p* son valores tan pequefios respecto de p,
que los puedes despreciar y considerarlos iguales a cero. Al simplificar, te queda:

1-12p=0
El valor de p sera de:
p = 0.083333
Con este valor de p obtienes tu Xo:
xo = 1+ p = 1.083333
Sea x1 la segunda aproximacion a la raiz, y q el pequefio incremento:
xo = 1+ p = 1.083333
Como X, es raiz del polinomio, puedes escribir:
P(1.083333 + q) = (1.083333 + q)* — 16(1.083333 + q) + 16
Desarrolla el binomio:
1.083333* + 4(1.083333)3q + -+ — 17.333333 —16g + 16 = 0

Como %, g® y g* son valores muy pequefios respecto de g, los puedes despreciar y
considerarlos iguales a cero. Al simplificar, hallas el valor de q:

g = 0.00403
Con este valor de g obtienes xi:
x, = 1.083333 + g = 1.087367
Puedes repetir esta iteracion tantas veces cuantas lo necesites. Mientras mas veces lo

hagas, el valor de la raiz serd méas exacta. Repitiendo cuatro veces, obtendras los
siguientes resultados:
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Anota tu respuesta:

El problema admite dos respuestas: un triangulo isésceles ABC de
base 1.0873780254 cm y altura 1.8392867552 cm, y otro triangulo
isdsceles de base 2 cm y altura 1 cm. Los dos poseen un area de 1
cm?,

La primera solucion para el disefio de la medalla es esta:

G
) QN
| ©
| R
A d 71 ©
\d\(\ ,\’O 4 a
; 7l ®
« K 0
\\ & Q
A D 5’ ‘
1.08673760254
Y la segunda, esta:
C
\/’ %
4
A 0 >

— 2cm —

iEl método de Newton resolvié el problema brillantemente!, ¢ verdad?

Para la fabricacion de la medalla se escogid la primera alternativa.

Luego, nuestro deportista, se encerraba a menudo en su dormitorio, se ponia la
medalla en el cuello y se miraba en el espejo. En cierta ocasion, escuchd una voz que
parecia proceder del Cielo:



—EI verdadero oro no es la medalla: jes tu Almal! Después de miles de afios, la
medalla se hard aficos, pero tu alma es incorruptible.

El deportista meditd en estas palabras, y pronto descubrié su Alma Inmortal. Y fue
asi como se realiz6 su deseo més profundo: recibir una medalla de oro.
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La olla del Panecillo

Habia en Quito una mujer que diariamente llevaba su vaquita al Panecillo.

Un buen dia, mientras recogia un poco de lefia, dejé a la vaquita cerca de la olla que
todavia hay en la cima de la colina. jPero, a su regreso, ya no encontré a su vaquital
Angustiada, se puso a buscarla por los alrededores, pero todo fue en vano.

Al seguir buscando, la mujer bajo hasta el fondo de la olla. Su sorpresa fue muy
grande cuando lleg6 a la entrada de un hermoso palacio. Entr6 en él, y vio que en un
lujoso trono estaba sentada una bella princesa.

—¢ Cual es el motivo de tu visita? —Ile pregunt6 la princesa, sonriendo amablemente.

—iHe perdido a mi vaquita! —contest6 la mujer sollozando—. Y si no la encuentro,
quedaré en la mayor miseria.

—iOh, tu vaquita esta a salvo en el prado! —aseguro la princesa—. Y, ya que viniste
a buscarla, te la puedes llevar de vuelta. Ademas, toma esta mazorca y este ladrillo de
oro.

El ladrillo tenia dimensiones especiales: su ancho superaba al duplo de su altura en 3
centimetros y su largo superaba al triplo de su altura en 4 centimetros; ademas, la
setentava parte de su volumen excedia a la diagonal en 5. ;Puedes decir de qué
dimensiones era el ladrillo de oro?

Llama x a la altura del ladrillo. Entonces, su ancho debe medir (2x + 3) centimetros,
y su largo, (3x + 4).



_____________________________

El volumen del ladrillo es el producto de las tres magnitudes:
V=x-2x+3)-(3x+4)

jAhora tienes que calcular su diagonal AD!

Al usar el teorema de Pitagoras, primero expresa la diagonal AC del tridngulo
rectangulo ABC:
AC? = AB®> + BC?* = (3x + 4)* + (2x + 3)*

Luego expresa la diagonal AD del tridngulo rectangulo ADC:

AC? = AB? + DC? = x? + (2x + 3)? + (3x + 4)?

jHas logrado expresar la diagonal en términos de x!

AD = /x2 4+ (2x + 3)2 + (3x + 4)2

Y, como la setentava parte de su volumen excede a la diagonal en 5, puedes escribir:

—x-(2x+3)-Bx+4) —5=x2+(2x+3)? +3x + &
Eleva al cuadrado ambos miembros:

(—x'(2x+3)'(3x+4))2 = x2+ (2x + 3)% + 3x + 42
70
Ejecuta las operaciones algebraicas:

9 64 51 .5, 433 4 948 3 20089 , 264 _ o
7

X X X
1225 o 1215 4900 1225 1225
Divide todo para x:

9 5 51 4 433 3 948 - 20089 264

X x* + X X X =0
1225 1215 4900 1225 1225 7




jObtuviste una ecuacion de quinto grado! Tan solo tienes que resolverla, es decir,
descubrir su raiz positiva.
Al seguir el método de Newton, define el polinomio

9 51 433 948 20089 264
P(x) = x5 4 Shyt 4 H33 43 948, 20089, 204
1225 1215 4900 1225 1225 7

iSolo tienes que encontrar la abscisa que corresponde a la ordenada nula! Para ello
calcula algunos de los valores de este polinomio:

X 0 2 4 6 Il

P(x) -37.714 -12 -91.856 -33.796 63.321

En seguida, realiza su grafico aproximado:

200
150

100

51

o 4BB m_ 94B o 20089 _ 264

5
215 4900 1228 1225 7

P(x) = 1225 .

iAhora solamente tienes que averiguar para qué valor de x este polinomio se hace
igual a 0! Como puedes ver, aquello sucede entre 6y 7: P(6) = —33.796 < 0.
Mientras que P(7) = 63.321 > 0.

Y parece que la raiz estd mas cercana a 6 que a 7, de modo que puedes escoger,
como primera aproximacion, el valor de x igual a 6. Anotalo:

Xg = 6
Representa a la raiz desconocida como

x1=6+p




Al reemplazar esta expresion en la ecuacion, puede escribir:

433

5 4 2

T225 6 +P) +1225( +0)* + 4500 € TP’ - 1225( +p)
20089( 64 1) 264 _
1255 )= =

iSe obtuvo una ecuacion de quinto grado en p! Es ésta:

9 321 18289 62913 16552 1556

3 _ 2

17257 Y15 Y a0 P T o5 Pt a5 P ao

Si se desprecian las potencias superiores, tan solo debes resolver la siguiente
ecuacion lineal:

16552 1556
245 49

=0
Despeja el valor de p:
p = 0.50115
Obtuviste una aproximacion de la raiz buscada:
x; =6+ 0.50115 = 6.50115
Ahora representa p como (0.50115 + q):
p = 050115+ q
Entonces,
x, = 6.50115 + q

Reemplaza esta expresion en la ecuacion:

51 433
5 - 4 = 3
1225(650115+q) + 1375 (650115+q) +4900(650115+q)

264
(6 50115 + q)% — (6 50115+q) ——=0

1225 1225 7

iPara g se debe cumplir una ecuacién de quinto grado! Pero, despreciando todos los
términos salvo los lineales, obtienes la siguiente ecuacion lineal:

438.3986254 - q + 32.68989973 =0
Ya puedes inferir el valor de q:

q = —0.071364885



Obtuviste esta aproximacion de la raiz buscada:
x, = 6.50115 4+ q = 6.50115 — 0.071364885 = 6.429785

Para seguir con el proceso, representa g como (-0.071364885+r):
q = —0.071364885 +r

Entonces,
X3 = 6.429785 + r

Reemplaza esta expresion en la ecuacion:

9 51 433
——(6.429785 + 1)° + ——(6.429785 + r)* + ——(6.429785 + r)3

1225 1225 2900
918 6429785 +1)? — 20989 6 420785 + 1) — 2% _ g
1225 " T 1225 O

Despreciando todos los términos salvo los lineales, obtienes la siguiente ecuacion
lineal para el valor de r:

589.604390 - r + 1.517408831 =0

Ya resolviste el misterio:
r =—0.0025736

De este modo obtuviste la siguiente aproximacién de la raiz buscada:
X3 = 6.429785 + r = 6.429785 — 0.0025736 = 6.4272

iEs una buena aproximacion! En efecto:

9 51 433
——6.429725 + ——6.42972% + ——6.429723

1225 1225 4900
018 6.429722 20089642972 264—-00007 0
1225 1225 7 B

Como ya conoces, la altura del ladrillo es:
x = 6.4272cm.
Entonces, también puedes conocer su largo y su ancho:

ancho =2x+3 =2:6.4272+ 3 = 15.85cm.
largo =3x+4 =3 :6.4272 4+ 4 = 23.28cm.



Anota tu respuesta:

El ladrillo de oro tenia las siguientes dimensiones: 6.43cm X
15.85cm x 23.28cm.

E 6.43

__________________________________

23.25 cm

iEl método de Newton resolvié el problema brillantemente!, ;verdad?

La pobre mujer tuvo lagrimas de gratitud por una generosidad tan grande. Sali6 feliz
del palacio, sujetando contra el pecho el maravilloso obsequio. Y, apenas llego a la
puerta de la olla, vio a su vaquita que le lanz6é un mugido y movi6 con carifio la cola.

Cuando Dios te quita algo, no es para dejarte desvalido: jes para darte algo mejor!
iLa desaparicion de la vaca anuncia la llegada de un ladrillo de oro!

La mujer y la vaquita se dirigieron a su hogar, donde vivieron felices por el resto de
sus dias.



24

El amuleto de la energia

Un hombre perdi6 la energia. De pronto, ya no podia ni levantarse de la cama.
Esperaba en vano que la energia regrese: jel desanimo seguia y seguia!

Entonces decidié recuperar las energias perdidas. Un mago le dijo:

—iEs muy facil! Solo tienes que mandar a fabricar un amuleto en forma de pirdmide
de base cuadrada. En la antigliedad, los sacerdotes egipcios descubrieron que esas
pirdmides generan dentro de ellas buenas energias. Enterraban alli a sus muertos para
que puedan volver a la vida. Si te haces una piramide de madera de pino y la miras
todos los dias, tus energias regresaran.

—¢De qué dimensiones debo hacerla?

El mago echd las cartas y contesto:

—Si se mide en decimetros, la altura de la cara lateral de tu pirdmide debe superar al
lado de la base en 1 unidad; y también debe superar el area de la base al volumen de la
piramide en 1 unidad.

Al hombre le gustaba la carpinteria, asi que decidi6 fabricar la pirdmide él mismo.
En este momento él esta deliberando: ¢cuantos decimetros debe medir el lado del
cuadrado de la base de la piramide y cuantos la altura? jAyudale a averiguarlo, por
favor!

Llama x a la longitud de la base cuadrada de la piramide, medida en decimetros.
Entonces, la altura de la arista medira (x + 1) decimetros.

118



X dm

El area de la base de la piramide mide x2 decimetros cuadrados; jsolo te falta

calcular su volumen!
Para ello recuerda el descubrimiento de Demdcrito: el volumen de una piramide es la

tercera parte del volumen del prisma de la misma base y altura. Es decir:

V==1x2.H
3

Al usar el teorema de Pitagoras, puedes expresar H del triangulo rectangulo AOB:

X

2 2
H2=(x+1)2—(5) =Z +2c+1

Es decir,

xZ
H= |[—/—+2x+1
Tt

i Ya puedes expresar el volumen de la pirdmide en términos de x!

Vi) =2x2 P pox 41
3 4

Ahora necesitas cumplir la condicion del mago, igualando el area de la base de la
piramide con su volumen aumentado en 1. Obtienes la siguiente ecuacion:



2
X2 =2x2. ’3i+2x+1
3 4

También la puedes escribir asi:

x?—1=1x%. /3412+2x+1+1

Para deshacerte de la raiz, eleva ambos miembros al cuadrado. Se produciré:
2
(x2 = 1)? =1x4-(£+2x+ 1)
9 4
Ejecuta las operaciones algebraicas:
Lx64+2x5 —Sxt42x2—1=0
12 9 9

jObtuviste una ecuacién de sexto grado! Tienes que resolverla, es decir, descubrir su
raiz real, que conviene para la construccion de la pirdmide de las buenas energias.
Al seguir el método de Newton, define el polinomio:

P(x) = %xf’ +§x5 —§x4 +2x% -1

Entonces, solo tienes que encontrar la abscisa que corresponde a la ordenada nula.
Para ello calcula algunos de los valores de este polinomio:

X 0 1 2 3 4

P(x) -1 0.4167 5.2222 59.75 372.333

En seguida realiza su grafico aproximado:




]’(x):%x6+%x5—%x4-2x2»1.

iSolamente tienes que averiguar para qué valor de x este polinomio se hace igual a 0!
Como puedes ver, aquello sucede entre 0 y 1:

P(0)=-1<0
Mientras que:
P(01) = 0.3888 > 0

Y parece que la raiz estd mas cercana a 1 que a 0, de modo que puedes escoger,
como primera aproximacion, el valor de x igual a 1. Andtalo:

xo =1

Representa a la raiz desconocida como
x1=1+p

De este modo, si se reemplaza esta expresion en la ecuacion, puedes escribir:
—(1+p)°+2(1+p)° —2(1+p)* +2(1+p)2=1=0

iSe obtiene una ecuacion de sexto grado en p! Es ésta:



1 6,18 5 53 4,1 3, 5 2,37 S _
12p +18p 36p +3p +36p +18p+12 0

Al despreciar los términos cubico y cuadratico, tan solo debes resolver la siguiente
ecuacion lineal:

%p + % =0

Despeja el valor de p:
p =—0.2027

De este modo obtuviste una aproximacion de la raiz buscada:
x; =1-0.2027 = 0.7973

Ahora representa p como (—0.20588 + q):
p=-02027+gq

Entonces,
x, = 0.7973

Reemplaza esta expresion en la ecuacion:

1 2 8
507973+ @)° +5(0.7973 +q)° — 5 (0.7973 + )* +2(0.7973 +¢)* = 1 =0

iPara q se debe cumplir una ecuacion de sexto grado! Pero, despreciando todos los
términos salvo los lineales, obtienes la siguiente ecuacion lineal:

1.997217362 - g + 0.005179989142 = 0
Ya puedes inferir el valor de Q:
q = —0.0025936
Obtuviste la siguiente aproximacion de la raiz buscada:
x, = 0.7973 + q
Para seguir con el proceso, representa g como (—0.0025936 +r) :
qg = —0.0025936 +r
Entonces, x3 = 0.7947064 + r.

Reemplaza esta expresion en la ecuacion:



% (0.7947064 + 1)° + g (0.7947064 + )5 — g (0.7947064 + r)* +
2(0.7947064 + )2 —1 =0

Si se desprecia todos los términos salvo los lineales, obtienes la siguiente ecuacion
lineal:

1.995955r + 0.000001638 =0

Ya conoces el valor de r:
r =—0.00000082

Has hallado la siguiente aproximacion de la raiz buscada:
x3 = 0.7947064 — 0.00000082 = 0.79470558

iEs una aproximacion muy buena! En efecto:

1 2 8
12 0.79470558° 3 0.79470558° — 5 0.79470558* + 2 - 0.79470558% — 1

= 0.000000001 = 0

Calcula la altura de la piramide:

H= \/3'0'749472 +2-0.7947 + 1 = 1.750dm

Anota tu respuesta:

La base de la pirdmide debe medir 7.947x7.947 centimetros, y la
altura, 17.5 centimetros.



—— 7.947 cm ———

iEl método de Newton resolvio el problema brillantemente!, ;verdad?

El hombre fabrico la piramide, pero las energias no regresaban.

—iLa pirdmide necesita ayuda! —le dijo el mago.

—¢Ayuda?

—Si, ayuda.

—¢COmo puedo ayudar a mi piramide?

El mago consulto las cartas.

—Seria bueno —dijo—, correr todas las mafianas un kilometro.

—iSera facil! —exclamo el hombre—. Puedo hacerlo, si eso ayuda a la piramide.

Empez6 a correr todas las mafianas y le gust6 tanto que, dentro de poco tiempo,
corria varios kilometros al dia. Se olvidé por completo de su falta de energia, pues ahora
su interés era correr m&s y mejor. jTenia suficiente energia para competir en
olimpiadas!

La falta de energia se debia a que no tenia en qué gastarla.
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El nUmero de la mala suerte

Erase una vez una princesa que no queria casarse porque una gitana le habia dicho
que, entre todos los pretendientes, ella escogeria a aquel que le regalaria un anillo con
una estrella de 13 puntas.

—iEl nimero 13 es de mala suerte! —exclamo la princesa—. jPrefiero vivir sola que
mal acompariadal

Sin embargo, su padre, el rey, convocé a todos los pretendientes a su palacio y les
dijo:

—EI que regale a mi hija el anillo mas original, sera su esposo.

Todos los pretendientes presentaron a la princesa sus anillos. Ella los saludé con
respeto, pero pasé de largo hasta llegar donde se encontraba un principe que le ofrecid
un anillo con una estrella de trece puntas.

—¢Por qué me quiere regalar un nimero de mala suerte? —pregunt6 la princesa.

Pero, al mirar a los ojos del principe, sinti6 que estaba enamorada de él y que él era
su prometido.

—Porque quiero que venzamos a la mala suerte juntos —Ile respondié el principe—.
Ademas, yo hice este anillo con mis propias manos.

—¢COmMo? —pregunto la princesa.

Y el principe le dio la siguiente explicacion. jAyudale a realizarla, por favor!

Para empezar, el principe traz6 una circunferencia de radio 1 centimetro y se imagin6
que la estrella ya esté inscrita en ella:



Entonces llamo y al doble del coseno del &ngulo central del anillo: y = 2CosA.
Es decir, Cos (ﬁ) =Z
13

Como Cos(134) = Cos(6A + 74), expresd por separado los cosenos de 6A y de 7A:

Cos(6A) = 32C0s°A — 48Cos*A + 18Cos?A — 1
Cos(7A) = 64Cos’ A — 112Co0s°A + 56Cos3A — 7CosA

Para la estrella, se debe cumplir la siguiente igualdad:
Cos(6A) = Cos(74)
¢Por quée? El principe iguald las dos expresiones:
32C0s®A — 48Cos*A + 18C0s?A — 1 = 64Cos’ A — 112Co0s°A + 56Cos3A — 7CosA

Lo escribid en términos de y:

64 (%)7 —32 (%)6A — 112 (%)5 +48 (%)4 +56 (g) — 18 (g)2 —7 (g) +1=0

Al simplificar, encontr6 el siguiente polinomio:
PO) =y’ —y® =7y +6y* +14y3 —9y? =7y +2=0

Su gréfica es la siguiente:



Ply) =y” -y - 7yP + Gy* +14y3 - Oy7 - Ty + 2

iSe obtuvo una ecuacién de séptimo grado! El principe tiene que resolverla, es decir,
descubrir su raiz real que conviene para la construccion de la estrella de 13 puntas.

Es un polinomio de grado 7 y tiene 7 raices, todas reales. 3 de ellas son negativas, y 4
positivas. Y sabes que el angulo buscado debe estar en el intervalo entre 0° y 45° Por
tanto, las raices negativas deben ser rechazadas, porque producen angulos mayores a
90°. Tampoco sirve la raiz y = 2, porque en ese punto el angulo es igual a 0°. jAsi que
debes centrarte en las tres raices restantes!

Como puedes ver en la gréafica, existe una raiz cercanaa y = 17 jEncuéntrala! Usa el
método de Newton para este propdsito.

Representa a la raiz desconocida como y, = 17 + p.

Si se reemplaza esta expresion en la ecuacion, puedes escribir:
P(1.7+p)=17+p) — (1.7+p)° — (1.7 + p)>+6(1.7 + p)* + 14(1.7 + p)3
—-9(1.7+p)?—7(17 +p) + 2

Desarrolla los binomios:
p7 +10.9...p° + 43.49 ...p° + 75.105 ...p* + 46.5635 ...p3 — 4.58153 ... p?
—6.85994 ...p + 0.490908 ... = 0

Toma en consideracion solamente los términos lineales, despreciando las demas
potencias. Obtendras:

—6.85994 ...p + 0.490908 ... = 0

Despeja el valor de p:

_ —0.490908...
T —6.85994...

= 0.07156155885 ...



Es decir, la raiz que estas buscando tiene un valor aproximado de
Yo=Yy +p=17+p=1771561559 ...

Para mejorar la precision, repite este paso al menos dos veces mas.
Ya tienes

Yo = 1.771561559 ...
Tu raiz sera ahora:

Y1 =Yo +q = 1771561559 + q
Reemplaza este valor en el polinomio:

q” +11.4009 ...q% + 48.2777 ...q° + 91.5162 ...q* + 70.37 ...q® + 7.88635 ...q% —
6.68438 ...q — 0.00434486 ... = 0

Toma en consideracion solamente los términos lineales:
—6.68438 ...q — 0.00434486 ... = 0

Ya conoces el valor de Q:
q = —0.0006500019448 ...

Es decir, la raiz que estas buscando tiene un valor aproximado de
Y1 =Yo+q=1770911557 ...

Ahora, considera:
Yo, =Yy +r =1770911557 +r

Reemplaza este valor en el polinomio:

r7 +11.3964 ..17° + 48.2332...7° + 91.3593 ...7* + 70.1322 .73 +
7.74936 ...7% — 6.69545 ... + 0.00000330915 ... = 0

Toma en consideracion solamente los términos lineales:
—6.69545 ... = 0.00000330915 ...
Es decir: r = 0.0000004942386247.

La raiz que estas buscando tiene un valor aproximado de:

Yo, =y +r =1.1770911557 ...+ r = 1.770916499 ...



Con la ayuda de tu calculadora puedes comprobar que, en efecto, el valor del doble
360°
del coseno de —5 €S cercano al que acabas de hallar:

360°

Cos o = 1.177091205

Por la ley de cosenos, calcula la longitud del lado del poligono buscado:

x=|13=V2—2CosA=.2—-y=v2—-1770916499 ...
= 0.4786266823 ...cm

jAhora el principe puede construir el poligono de 13 lados! Enumera sus vertices:

h5==Cl479(Wﬂ

Para obtener la estrella, une los vértices de la siguiente forma:

1,6,11,3,813,5,10,2,7,12,4,9, 1.



Se obtiene la siguiente estrella:

Anota la respuesta del principe:

Para fabricar un anillo de radio 1 cm, con una estrella inscrita de
13 puntas, se debe trazar un poligono regular, cada uno de cuyos 13
lados mide 0.479 cm.

iEl método de Newton resolvié el problema brillantemente!, ¢ verdad?

—iRecuerda el cuento de la Bella Durmiente! —dijo el principe a la princesa—. Si no
invitamos al hada malvada, ella nos matard. Es mejor invitarla a nuestra boda, porque
juntos podremos derrotarla.

El principe y la princesa se casaron un viernes trece, lograron vencer todos los
obstaculos y vivieron felices muchos afios.
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Las palabras y las cosas

Un doctor buscaba el remedio magico para todas las enfermedades. Un mago le dijo:

—EI verdadero remedio es la palabra. Observa durante dos semanas la hipnosis, que
yo hago, y te convenceras.

El doctor decidio elaborar un calendario circular para los 14 dias, durante los cuales
iba a observar la hipnosis del mago. Sobre una cartulina grande traz6 una circunferencia
de radio 1 m y se puso a pensar: ;de queé tamafio se deben trazar los lados del
tetradecagono? jAyudale a averiguarlo, por favor!

Llama x al lado del tetradecagono:




Y llama y al doble de su coseno: y = 2CosA.
Expresa por separado los cosenos de 8A y de 6A:

Cos8A = 128Cos®A — 256Co0s°A + 160Cos*A — 32C0s%4A + 1
Cos6A = 32Cos®A — 48Cos*A + 18Cos?A — 1

Para el calendario del médico se debe cumplir la siguiente igualdad:

84 + 64 = 360°
Es decir:
84 = 360° — 64

En otras palabras:
Cos8A = Cos(360° — 6A)
Aplica el coseno de la diferencia de dos angulos:
Cos8A = Cos360°Cos(6A) — Sen 360°Sen(6A)
Ya lo sabes:
Cos(8A) = Cos(6A4)

Iguala sus expresiones:
6 4 2

128 (g)8 256 (%) + 160 (%) ~32 (%) +1= 32(%)6 —48 (%)4 + 18%2 1

iSimplifica la ecuacion! Se produciréa el siguiente polinomio:
P(y) =y®—9y®+26y* —25y2+4=0

Su gréfica es la siguiente:



Ply) = y2 - 9y% + 26y* - 25y2 + 4

jEstas frente a una ecuacion de octavo grado! Necesitas descubrir su raiz real que
conviene para la construccion del tetradecagono.

Es un polinomio de grado 8 y tiene 8 raices, todas reales. 4 de ellas son negativas, y 4
positivas. Y sabes que el &ngulo buscado para construir el tetradecdgono debe estar en el
intervalo entre 0° y 45°. Por tanto, las raices negativas deben ser rechazadas, porque
producen angulos mayores a 90° Tampoco sirve la raiz y = 2, porque en ese punto el
angulo es igual a 0°. jAsi que debes centrarte en las tres raices restantes!

Como puedes ver en la grafica, existe una raiz cercana a 1.8. jEncuéntrala! Usa el
método de Newton para este propdsito.

Representa a la raiz desconocida como

Vo=18+p
Reemplazando esta expresion en la ecuacion, puedes escribir:
Desarrolla los binomios tomando en consideracion solamente los términos lineales,
despreciando las demas potencias. Como resultado obtendras:
—14.0626944 - p + 0.02718976 = 0
Despeja el valor de p:
p = 0.001933467316
Es decir, la raiz que estas buscando tiene un valor aproximado de

v, = 1.8 4+ p = 1.801933467



Para mejorar la precision, repite este proceso dos veces mas. Sabras que
y1 =7Yo +q = 1.801933467 + 4.268783040 - 107 = 1.801937735
Y que:

Y, =y; +r =1.801937735 + r = 1.801937735 + r = 8.04382528 -
1071% = 1.801937735 ...

Con la ayuda de tu calculadora puedes comprobar que, en efecto, el valor del doble
. 360°
del coseno del angulo de . &S el que acabas de hallar:

360°
14

ZCos( ) — 1.801937735

Por la ley de los cosenos, encuentra la longitud del lado del tetradecagono:

o

18
|14=\/12+12—2-1-1-Cos( - )=0.4450418679...m

iAhora el doctor puede construir el poligono de 14! Anota tu respuesta:

El lado del poligono de 14 lados, inscrito en una circunferencia de
radio 1 m, debe medir 0.445 metros.

El paciente esta comiendo una cebolla,
Y piensa que esté comiendo una
\a = 0 44'6 m manzana, porque el mago le dijo:
AT

A Jmn= 5 comiendo una manzana".

fatl4| Diat \
El paciente esté bebiendo agua,
1 m y cree que esta tomando vino,
porque el mago le dijo:
"Estés tomando vino".
El mago le dice: "Saca todo
tu dinero y damelo", y el
paciente le entrega
Dia 7 /

todo su dinero.

iEl método de Newton resolvié el problema brillantemente!, ¢ verdad?

El doctor observaba la hipnosis y, asombrado, anotaba en su calendario:



* El paciente esta comiendo una cebolla y piensa que estd comiendo una manzana,
porque el mago le dijo: “Estds comiendo una manzana”.

* El paciente esta bebiendo agua y cree que estd tomando vino, porque el mago le
dijo: “Estas tomando vino”.

* El mago le dice: “Saca todo tu dinero y damelo” y el paciente le entrega todo su
dinero.

—ijYa entiendo! —exclamo el doctor—. jLa palabra manzana es més poderosa que
la manzana! jLa palabra vino es mas poderosa que el vino! jLa palabra dinero es mas

poderosa que el dinero!
Y empez0 a estudiar de qué modo se puede usar la palabra para la curacion de las

enfermedades.
Generalmente creemos que las cosas producen las palabras. Es exactamente al revés:

ilas palabras producen las cosas!
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El poligono de 17 lados

Carl Gauss se sentia intrigado: “;Por qué Euclides nunca intentd construir el
poligono regular de 17 lados con regla y compas? jNo hay ninguna indicacion sobre
ello en los Elementos! Me parece que pensaba que solo los poligonos de 3, 4,5, 6 y 15
lados, y sus respectivos productos con una potencia de 2, son construibles con regla y
compas”.

La construccion de poligonos regulares interesdé a Gauss desde entonces. En el afio
1796 (cuando solo tenia 19 afios), Gauss descubri6 que...

i El poligono regular de 17 lados si es construible con regla y compas!

. . e s 360° . .
¢Como lo hizo? Demostrd que el doble del coseno del angulo - €8 la raiz mas
grande entre las dos raices positivas del polinomio:

yz—%<\/ﬁ—1+ /34—2\/ﬁ>y+%<(%\/ﬁ—1+ /34—2@))
——(\/_—1)+ ( 7—1+/34 2@)—4:0

Y, como todas las raices involucradas en los coeficientes de este polinomio son
raices cuadradas, jes posible construirla con regla y compas!

Existe una anécdota respecto de este descubrimiento. Un dia Gauss se acercé a su
profesor Kastner de la universidad de Gottingen, y le dijo:

—He demostrado que el heptadecagono es construible con regla y compas.

—iOh, tal construccion carece de importancia, ya que muchas construcciones
practicas son conocidas! —contestd Kastner.



—Usted no comprende —dijo Gauss—. No encontré una nueva construccion
aproximada, sino una construccién exacta con regla y compaés.

—iPero el heptddecagono no es construible con regla y compas! —objetd Kastner.

—jHe demostrado que si! —insistié Gauss—. jHe demostrado que el heptadecagono
es construible con regla y compas! He reducido una ecuacion algebraica de grado 17 a
una ecuacion de menor grado.

—iEso es imposible!

—iEn verdad, lo hice!

—iOh, esta bien! —se burl6 Késtner—. Cuando yo era joven, también crei que lo
habia logrado.

Maés tarde Gauss se vengo de Kastner, quien también se enorgullecia de su poesia,
diciendo:

—Kaéstner es el mejor poeta entre los matematicos y el mejor matematico entre los
poetas.

La demostracion de Gauss es bastante complicada; sin embargo, es facil conocer el
valor aproximado de la longitud del lado del heptadecagono. jHazlo por el método de
Newton!

Traza una circunferencia de radio 1 unidad (por ejemplo, de 1 decimetro). Ahora
tienes que determinar: ¢de qué tamafio deberas trazar los lados del poligono regular de
17 lados? jIntenta averiguarlo!

Llama x el lado del poligono regular de 17 lados, y llama y al doble del coseno del

, 360°
angulo :
17

360°
17

y = 2Cos

360° . , .
Entonces, %z Cos TR La trigonometria te informa que:

Cos8A = 128Co0s8A — 256C0s®A + 160Cos*A — 32Cos?A + 1
C0s9A = 256Co0s°A — 576Cos” A + 432Cos°A — 120Cos3A + 9CosA



Para tu caso, se tiene que 84 + 94 = 360°.
Como 84 = 360 — 94, calcula el coseno de ambos lados:

Cos(8A) = Cos(360 — 94)
De aqui, deduces facilmente que:
Cos(8A) = Cos360 - Cos(9A4) — SEn360 - Sen(94)
Es decir:
Cos(8A) =1-Cos9A — 0 - Sen(94)
Por lo tanto:
Cos(8A) = Cos(94)
Si se reemplazan los datos, obtienes la siguiente ecuacion:

128C0s8A — 256C0s°A + 160Cos*A — 32Cos?A+ 1 =
256Co0s°A — 576Cos’ A + 432Co0s°A — 120Cos3A + 9CosA

Expresa esto en términos de la incognita y:

9 8 7 5

256(3) —128(3) —576(%) +256 (y)6 + 432 (2)6 +432(2) —160(3)

4

2 ] 2/ 2 2 2 2 2
—120(%) +32(§) +9(§)—1=0

Ejecuta las operaciones:
y? —y8 —9y7 + 8y® + 27y5 — 20y* — 30y3 + 16y +9y —2=10
jHas obtenido un polinomio de noveno grado!
P(y) =y° —y8—9y7 + 8y° + 27y5 — 20y* —30y3 + 16y2 + 9y —2 =10

Su grafica es la siguiente:



P(y) =y2-y8 - 9y7 + 8y0 + 2740 - 20y* - 30y + 16y2 + Qy - 2

Te muestra las 9 raices que tiene el polinomio.

Descarta las primeras cuatro raices por ser negativas. Y también descarta la Gltima
raiz que es igual a 2, pues con ella obtienes el &ngulo nulo. Como puedes ver en la
gréfica, existe una raiz cercana a y = 1.9. jEncuéntrala! Usa el método de Newton para
este propasito.

Representa a la raiz desconocida como:

Reemplaza y, en el polinomio P(y):

P(19+p)=(19+p)°—-(19+p)®—-9(1.9+p)” +8(1.9+p)° +27(1.9 + p)°®
—20(1.9+p)*—30(1.94+p)3 +16(1.9+p)2+9(1.9+p) —2

Iguala a cero el valor de este polinomio:

27(19+p)° - (19+p)° - (1.9+p)®—9(1.9 + p)” + 27(1.9 + p)°
-20(1.9+p)*—-30(19+p)®+16(1.9+p)>*+9(1.9+p)—2=0

Al expandir las potencias, obtendras:



p® + 16.1 - p® + 505.76p” + 363.376p® + 693.851p5 + 716.753p* +
350.267p3 + 48.4085p? — 6.4262p — 0.27072 = 0

El método de Newton descarta los términos de grado mayos que 1, por tanto, solo te
queda:

—64262p — 0.27072 =0

Ya lo sabes:
p = 0.04212754038 ...

Como y, = 1.9 + p, se produjo lo siguiente:
Yo = 1.9 — 0.04212754038 = 1.85787246

Ahora, toma y; = y, + q; es decir, y; = 1.85787246 + q.

Reemplaza y; en el polinomio P(y):
P(y) = (1.85787246 + q)° — (1.85787246 + q)® — 9(1.85787246 + q)”
+8(1.85787246 + q)°® + 27(1.85787246 + q)° — 20(1.85787246 + q)*
—30(1.85787246 + q)® + 16(1.85787246 + q)? + 9(1.85787246 + q) — 2

Al igualar a cero este valor, se produce:

q° + 15.7209¢® F 100.398q” + 332.982¢° + 605.8764¢° + 580.002¢*
+241.269¢% + 11.2712q? + 8.84368q + 0.061892 = 0

Descarta los terminos de grado mayor que 1:
—8.84368q + 0.061892 =0

Halla el valor de q:
q = 0.00699844087 ...

Como y; = y, + q, encontraras que y; = 1.864870904 ...
Por lo tanto, y; = 1.864870904 ...

Ahoratoma y, = y, + r; en otras palabras: y, = 1.864870904 + r.



Reemplaza y? en el polinomo P(y):
P(1.86 + 1) = (1.864870904 + r)° — (1.864870904 + )8
—9(1.864870904 + 1)
+8(1.864870904 + 1)° + 27(1.864870904 + r)> — 20(1.864870904 + r)*
—30(1.864870904 + )3 + 16(1.864870904 + r)? + 9(1.864870904 + 1) — 2
Luego de igualar a cero este valor, obtienes:

r9 + 15.7838r8 + 101.28r7 + 337.922r° + 6.19.962r° + 601.449r*257.805r3
+16.5092r% — 8.64967r + 0.000636135 = 0

Elimina los términos de grado mayor que 1:
—8.64967r + 0.000636135 =0

Ya lo sabes:
r = 0.00007354442424 ...

Como y, = y; + r, tenemos:
y, = 1.864870904 + 0.00007354442424

Ya conoces la tercera aproximacion de la incognita y:
y, = 1.864944448 ...

Si continuas asi, obtendrés la raiz yg:

yg = 1.864944459 ...

jPide ayuda a tu calculadora! Ella te indicara que: Cos%;)o = 0.9324722294.

360° . . .
Como % = Cos TR la raiz que calculaste, yg, satisface esta igualdad plenamente:

1.864944459
2

= 0.9324722294 ...

jEstas listo para calcular el lado x del poligono regular de 17 lados!
Con este proposito utiliza la ley de los cosenos:

x2=12+12—2-1-1-605%’°



Despeja la incognita:

360°
|17 =X = 2 - ZCOS

17

Es decir,
|17 = x = 0.3674990356 ...
iHas logrado descubrir la medida del lado del heptadecagono! Anota tu respuesta:

El lado del heptadecagono, inscrito dentro de una circunferencia de
radio 1, debe medir 0.367 radios.

iEl método de Newton resolvio el problema brillantemente!, ;verdad?

Gauss se sentia tan orgulloso de su descubrimiento, que hizo esta peticion:

—~Quiero que en mi lapida sepulcral se esculpa un poligono regular de 17 lados.
Y, aunque aquello no fue cumplido, dicho poligono si se halla en el monumento erigido
a Gauss en su lugar de nacimiento, en la ciudad de Brunswick.
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El reloj de arena

Dajar y Alejandra son novios. Como regalo de bodas Dajar decidio entregar a su amada
un reloj de arena. Para su fabricacion hallé una arena especialmente tratada, de modo
que el tamafio de sus granos era muy uniforme. Para asegurar que el conducto por donde
tenia que pasar la arena sea muy liso, encontré un vidrio de calidad alta, en el cual no
existian deformidades.

—Puedo estar seguro que la arena, al verterse por el agujero, tendra un flujo
constante —se dijo Dajar, muy contento—. jTal flujo serd independiente del volumen
superior de la arena! Es decir, si el recipiente de arriba estd lleno o casi vacio, la
cantidad de arena que atravesaréa el agujero por segundo sera practicamente la misma.

Y escribié la ecuacion de flujo de la arena:

q= k(S‘\/EA%

Aqui:
» representa el flujo de arena en gramos por segundo %.

* kes la constante del tipo de arena. En el caso de Dajar, k = 0.5.
* & es la densidad de la arena en gramos por centimetro cubico. En el caso de

Dajar, §= 2.5-%.
cr_n, cm
* geslaaceleracion de la gravedad: g = 98 —-.
S
» Acesel area del conducto en centimetros cuadrados (cm?).

Dajar también conoce la relacién entre la masa y la densidad 6 = %:

Donde, m es la masa de arena en gramos (g)y V es el volumen total de la arena en
centimetros cubicos (cm?).



Dajar desea que el reloj mida una hora exacta. Por tal motivo el vidriero colocé 1250
gramos de arena, pues es el tiempo que se demora en vaciarse el recipiente de arriba con
la arena de esta especie. Para que el reloj mida una hora, Dajar calcula el flujo de arena:

1250g g
= 36005 0.347222;

q

Despeja el area de la ecuacion del flujo:

4

g \& [ 0347222 \3
A= (—) - ( ) — 0.0573412¢m?
k&9

0.5-2.5-v98
—FPor otra parte —se dijo Dajar—, el orificio deber tener un radio minimo de 0.1
cm, debido a que, con un radio mas pequefio, el vidrio no puede fluir en el momento del
soplado.
Para calcular el radio necesario del agujero, recordd que

A = nr?

Mediante esta formula, encontré el radio:

r= \/E - /—0'0573‘“2 — 0.1351cm
T 3.141592

—jComo se puede ver —se dijo—, el radio es mayor al minimo requerido!
Dajar se pregunta:

—¢Qué volumen ocuparan los 1250 gramos de arena?

De la ecuacion del volumen obtiene:

m _ 1250

V= — =500cm?3
5 25

Para que las medidas del cilindro sean estéticamente hermosas, el vidriero le
recomendé que el radio del cilindro sea 2.5 veces mayor que su altura.

—Y también le aconsejo que la altura del cono truncado sea de 7 centimetros —
dijo—, para que la arena fluya correctamente.



I —hH

2.5x

H="7cm

r= 01351

Dajar se da cuenta que el volumen total de la parte superior del reloj, que es un
cilindro, y de la parte inferior, que es un cono truncado, se puede calcular por la
siguiente formula:

Vp = ngH - (R + 1% + Rr) + nR%h
Llama x a la altura h.
—iYa puedo expresar el volumen total de mi reloj en términos de la incégnita x! —

exclamo Dajar.
Y reemplazé los datos:

500 = 37 - ((2.5%)% + 0.135101% + 2.5x - 0.135101 + 7x(2.5x)2)

Dajar realiza las operaciones aritméticas correspondientes, obteniendo la siguiente
ecuacion cubica:

P(x) = x> + 2.333333x? + 0.126094x — 25.457977 = 0

jHay que resolverla!
Para ello, Dajar procede a graficar el polinomio P(x):
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P(x) = x5 + 2.333%2 + 0.126x - 25.458

¢COmo encontrar la raiz de este polinomio?

Dajar habia escuchado que, en su publicacion del afio 1817, Bernhard Bolzano
intenté demostrar que, si un polinomio es negativo para x=a y positivo para x=b,
necesariamente el polinomio tiene un cero entre a y b. Aunque su demostracion fue un
tanto oscura, la idea encant6 a todos los matematicos. Se la llam6 el método de
intervalos encajados.

Es mas sencillo que el método de Newton y, en los afios sesenta del siglo XIX, Karl
Weierstrass lo usd, con el debido tributo a Bolzano, para calcular los numeros
algebraicos. Para encontrar la raiz del polinomio del reloj de arena con tres cifras
decimales, Dajar decide utilizar el método de intervalos encajados.

Mirando el gréfico, Dajar se da cuenta que la raiz del polinomio se encuentra tiene
entre 2 y 3. Para conocer su primera cifra decimal, Dajar calcula los valores del
polinomio con un intervalo de 0.1:

p(2) = 23 +2.33333- 22+ 0.12609 - 2 — 25.45797 = —7.87245

p(2.1) = 2.13 + 2.33333 - 2.1% + 0.12609 - 2.1 — 25.45797 = —5.64218
p(2.2) = 2.23 + 2.33333 - 2.22 + 0.12609 - 2.2 — 25.45797 = —3.23924
p(2.3) = 2.3%3 + 2.33333 - 2.3%2 + 0.12609 - 2.3 — 25.45797 = —0.65763
p(2.4) = 2.4% + 2.33333 - 2.4% + 0.12609 - 2.4 — 25.45797 = —2.10865

Como el polinomio cambia de signo entre 2.3 y 2.4, la primera aproximacion a la
raiz es 2.3.

Dajar también desea conocer la segunda cifra decimal de la incognita. Calcula los
valores del polinomio empezando con 2.31, con un intervalo de 0.01. Encuentra que el
polinomio cambia de signo entre 2.32 y 2.33:



p(2.32) = 2.32% + 2.33-2.322 + 0.12 - 2.32 — 25.45 = —1193
p(2.33) = 2.33% + 2.33-2.33%2 + 0.12 - 2.33 — 25.45 = —01526

jLa segunda aproximacién es 2.32!

Por ultimo, Dajar quiere conocer la tercera cifra decimal de la altura x. Calcula los
valores del polinomio empezando con 2.321, con un intervalo de 0.001. Encuentra que
el polinomio cambia de signo entre 2.324 y 2.325:

p(2.324) = 2.3243 + 2.33 - 2.324? + 0.12 - 2.324 — 25.45 = —0.01007
p(2.325) = 2.3253 + 2.33 - 2.325% + 0.12 - 2.325 — 25.45 = —0.0163

jLa tercera aproximacion es 2.324 centimetros!

—ijYa conozco todas las medidas de mi reloj! —exclama Dajar—. Pues ya sé que el
radio del cilindro debe medir 5.810 centimetros.

En efecto:

R =25x =2.5:2.324 =5.810cm
Anota la respuesta de Dajar:
Para que los 1250 gramos de arena se escurran en una hora, el reloj

debe tener un radio menor de 0.135 cm, el radio mayor de 5.810 cm,
la altura del cono de 7cm, y la altura del cilindro de 2.324 cm.



h =2.224
810

H=7cm

r = 0.1351

iEl método de intervalos encajados resolvid el problema exitosamente!, ;verdad?

—¢Por qué me regalaste un reloj de arena? —preguntd Alejandra a Dajar—. Hay
muchos tipos de relojes modernos y no tendrias que molestarte en fabricarlo.

—Me gustd hacerlo personalmente —contestd Dajar—. Me senti contigo segundo a
segundo. Y creo que, al mirar a la arena escurrirse por el agujero, nos ayudard a
comprender que el tiempo fluye de la misma manera y nos abandona. Asi recordaremos
que la vida es corta y no la gastaremos en disgustos y peleas, sino que viviremos en paz
y armonia.

El tiempo se escapa como la arena entre los dedos. jPero aquel que mira el tiempo,
con respeto, es eterno! El tiempo no puede mirar al tiempo: solo la Eternidad puede
mirar al tiempo. Y solo en la Eternidad podemos vivir en paz y armonia. En el tiempo
no podemos hacerlo, es imposible. ;Quién puede sentirse feliz viendo como su vida se
le escapa segundo a segundo?

iNo eres la arena movediza del tiempo, eres la estructura cristalizada e inmovil que la
sostiene! jEres el Ser Eterno!

Tal es el mensaje que nos entrega cada reloj de arena.
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El silo espiritual

Un arquitecto estd disefiando un silo para almacenar trigo. Decide que tendra un
volumen de 24 metros cubicos; que el radio de la salida del grano sera 10 veces menor
que el radio del ingreso; que la altura de la parte cilindrica sera igual a 10 radios de
ingreso, y la altura de la parte conica a 3 radios. El arquitecto se pregunta: ;qué
dimensiones debera tener el silo? jAyudale a averiguarlo, por favor!

Como puedes observar, el silo estd formado por un cilindro y un cono truncado.
Llama x al radio del cilindro:

H =10x

Entonces, el volumen total que debe almacenar el silo sera el siguiente:



mh(R%?+12+Rr)

Vsito = TR2H + .

Reemplaza los datos:

7t~3x[x2 +(%)2 +x? (%)]

24 = x? - 10x + .

Si realizas las operaciones, sabras que:

mx?

3
24 = 11mx3 + =+
100 10
En otras palabras:
107x* + 11017mx3 — 2400 = 0

Divide ambas partes de esta ecuacion para 10m. De este modo se producira la
siguiente ecuacion de cuarto grado:

x* 4+ 110 - 1x3 — 76.39437268 = 0

iSolo tienes que resolverlal
Para ello realiza un gréafico del polinomio P(x):

A
P(x) = x* + 110.1x3 - 76.39437266 | P(x)

1000

Como podréas notar, el valor de la raiz positiva se acerca por la izquierda a 1. Para
conseguir una mayor exactitud, jayudate con el método de Bolzano-Weierstrass de
intervalos encajados!

Con seguridad puedes afirmar que x € (0.5,1).

Para conocer la primera cifra decimal de la raiz, calcula los valores del polinomio
con un intervalo de 0.1 y observa donde se produce el cambio de signo:



P(0.8) = 0.8* + 110.1 - 0.8% — 76.39437268 = —19.61357268
P(0.9) = 0.9* + 110.1 - 0.9 — 76.39437268 = —4.52462732

iEl cambio de signo se produjo entre 0.8 y 0.9! Entonces, puedes asegurar que la raiz
pertenece al intervalo (0.8,0.9). Es decir, su primera cifra decimal es 8:

x =0.8..

Descubre la segunda cifra decimal de la incdgnita. Para ello calcula los valores del
polinomio empezando con 0.81, con un intervalo de 0.01. Encontraras que el polinomio
cambia de signo entre 0.88 y 0.89:

P(0.88) = 0.88* + 110.1 - 0.88% — 76.39437268 = —0.76461012
P(0.89) = 0.89* + 110.1 - 0.89° — 76.39437268 = 1.85013663

Puedes asegurar que la raiz pertenece al intervalo (0.88,0.89). Es decir, su segunda
cifra decimal también es 8:

x =0.88...

Por ultimo, halla la tercera cifra decimal de la incognita. Para ello calcula los valores
del polinomio empezando con 0.881, con un intervalo de 0.001. Encontrards que el
polinomio cambia de signo entre 0.882 y 0.883:

P(0.882) = 0.882* + 110.1 - 0.8823 — 76.39437268 = —0.246407553
P(0.883) = 0.883* + 110.1 - 0.883% — 76.39437268 = —0.013581365
iPuedes asegurar que la raiz pertenece al intervalo (0.882,0.883)! Es decir, su tercera
cifra decimal es 2:
x=0.882..m
Anota tu respuesta:
Para que el silo pueda almacenar 24 metros cubicos de trigo, su
radio superior debe medir 0.882 metros, y su radio inferior 0.0882

metros. La altura de la parte cilindrica debe medir 8.82 metros, y la
altura de la parte conica, 2.646 metros.



R=0.8662m

H=58662m

h=2.646m

r=0.0662m

iEl método de intervalos encajados resolvié el problema brillantemente!, ;no es asi?
Mientras realizaba el disefio, el arquitecto escuch6 una tenue voz:
—Las personas solo usan la comida material, pero el verdadero alimento es
espiritual.
Mahoma dijo:
Paso la noche en la presencia de mi Sefior, que me da comida y bebida.
Rumi dice:

iEl ayuno es la comida de Dios!

El silo, que todos necesitamos més que el pan, es el alimento espiritual.
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El girasol de oro

Una pareja pregunté al Maestro:
—¢Cbmo podemos conservar nuestro amor?

El Maestro contesto:
—Vivan ambos en funcion de algo mayor que sus personalidades.

Y les llevo a un campo de girasoles.
—iMirenlos! —les dijo—. Cada uno mira en la misma direccién, en la direccion del

sol. Ninguno se mira a si mismo, todos miran al mismo sol.
Al regreso a casa, el novio decidio regalar a su amada un girasol de oro. Traz6 una
circunferencia de 1 decimetro de radio, hizo unos célculos, e inscribi6 en la

circunferencia el poligono regular de 15 lados:

153



Realiz6 dos trazos desde cada vértice hacia los extremos opuestos, de la siguiente
forma:

iEl disefio del girasol de oro esté listo! ;Cémo supo el novio, de qué tamafio habia
que trazar los lados del pentadecagono? jIntenta descubrirlo!

El novio llama A al angulo central del girasol, e y al doble de su coseno:

y = 2CosA = 2Cos (%) = Cos24°



Es decir, Cos24° = % Como Cos(15A) = Cos(7A + 8A), afirma que los cosenos de

los &ngulos 7A y 8A son iguales. ¢Por qué? Por los conocimientos de la trigonometria,
se puede escribir:

Cos7A = 64Cos’A — 112Cos°A + 56Cos3A — 7CosA
Cos8A = 128Cos®A — 256Co0s®A + 160Cos*A — 32Cos?A + 1

Al igualar los cosenos, obtiene:

64Cos’A — 112Cos°A + 56Cos3A — 7CosA
= 128Co0s®A — 256C0s°A + 160Cos*A —
32Cos*A+ 1

Lo escribe en términos de y:

64 (%)7 ~112 (%)5 +56 (g)3 —7 (%) =128 (g)8 — 256 (%)6 +160 (%)4 -

32 (g)2 +1

Luego de ejecutar las operaciones, se produce el siguiente polinomio:
P(y)=y®—y” —8y®+ 7y> + 20y* — 14y® — 16y + 7y + 2 =0

iSe obtuvo una ecuacién de octavo grado! Su grafica es la siguiente:

P(y)

1000

P(y) = y8 - y7 - 8y% + 74O + 20y* - 14y2 - 16y2 + 7y + 2



Es un polinomio de grado 8 y tiene 8 raices, todas reales. 4 de ellas son negativas, y 4
positivas. Y sabes que el &ngulo buscado para construir el girasol de oro debe estar en el
intervalo entre 0° y 45°. Por tanto, las raices negativas deben ser rechazadas, porque
producen angulos mayores a 90°. Tampoco sirve la raiz y = 2, porque en ese punto el
angulo es igual a 0°. jDebes centrarte en las tres raices restantes!

iCalcula la raiz mas cercana a 2 por el método de intervalos encajados! Con
seguridad puedes afirmar que y € (1,2).

Para conocer su primera cifra decimal, calcula los valores del polinomio con un
intervalo de 0.1, y observa donde se produce el cambio de signo:

P(18)=18%-18"-8-18°+7-18°+20-18*-14-18>-16-1.82+7-
1.8+ 2 =0.2135705600 ...

P(19)=19%-19"-8-19+7-19°+20-19*-14-1.93-16-192+7-
1.9+ 2 = —-0.4356614899 ...

Como puedes ver, el cambio de signo se produjo entre 1.8 y 1.9. Entonces, puedes
asegurar que la primera cifra de la raiz decimal es 8:

y=18..
Y de la misma manera, llegaras a conocer las siguientes dos cifras:

y = 1.827

Con la ayuda de tu calculadora puedes comprobar que, en efecto, el valor del doble
del coseno de 24° es cercano al que acabas de hallar:

Cos24° = 1.827090915 ...

Por la ley de cosenos, calcula la longitud del lado del poligono buscado:

x = |15V2 — 2CosA = /2 —y =2 — 1.827 = 0.4158233819 ...m
iAhora el novio puede construir el poligono de 15 lados! Anota su respuesta:

El lado del pentadecagono, inscrito en una circunferencia de 1 dm de
radio, mide 0.416 dm.



iEl método de intervalos encajados resolvid el problema brillantemente!, ¢no es asi?
El novio recibio del joyero un girasol de oro de hermosos colores.

Mirandolo, los amados recordaban que todos los girasoles giran siempre en la misma
direccidn, en direccién al sol. Ninguno se mira a si mismo y por eso no hay conflicto
entre ellos.

Lo hicieron asi y vivieron felices hasta el final de sus dias.
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12 echicion

Esta obra revisa varios problemas de geometria que se desarrollan a traves de
personajes historicos y relatos fantdsticos. Gracias a estas diversas historias, el
lector se involucrard en el fascinante mundo de la geometria y fortalecerd su
conocimiento.

Ellector tendrd la capacidad de resolver problemas algebraicos con “regla y
compdads’; es un libro dirigido a estudiantes con conocimiento bdsico de geometria
Y, por supuesto, al lector curioso que desea expandir su razonamiento.

Los autores nos presentan una forma muy sencilla de solucionar problemas
cotidianos, planteados desde una época donde la imaginacion fue la principal
herramienta del ser humano para la busqueda de la verdad y el conocimiento.
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